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内 容 简介 

拓扑 学 是 数学 的 重要 分 支 , 内 容 丰 富 且 研究 途径 众多 , 不 少 初学 者 视 其 
为 县 途 . 本 书 以 点 集 拓扑 学 为 基础 , 通过 对 一 般 拓 扑 学 、 拓 扑 动力 系统 、 代 数 
拓扑 学 、 微 分 拓扑 学 中 的 一 些 专题 论述 , 向 读者 简要 介绍 拓扑 学 中 的 一 些 基本 
知识 、 研 究 思 想 以 及 解决 问题 的 方法 ,以 较 少 的 篇 幅 展现 拓扑 学 中 的 一 些 精彩 
画卷 . 本 书 主要 内 容 包 括 : 集合 与 序 集 、 拓 扑 空间 、 几 类 重要 的 拓扑 性 质 、 紧 
空间 与 度量 空间 、 离 散 拓扑 动力 系统 、 基 本 群 及 其 应 用 、 流 形 的 般 入 . 

本 书 可 以 作为 数学 类 专业 拓扑 学 课程 的 教材 或 教学 参考 书 . 
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“拓扑 学 ”作为 数学 类 专业 的 一 门 主干 课程 在 国内 各 高 校 已 普遍 开设 . 在 内 容 
丰富 的 拓扑 之 林 选 取 适 当 的 素材 是 编写 教材 的 重要 环节 . 点 集 拓 扑 学 对 于 任何 一 
位 希望 了 解 拓 扑 学 知识 的 人 都 是 必 备 的 , 它 是 进入 一 般 拓扑 学 、 代 数 拓扑 学 、 拓 扑 
动力 系统 、 微 分 拓扑 学 、 几 何 拓扑 学 或 维 数论 等 研究 方向 的 基础 . 

作为 一 门 导 引 式 的 课程 , 作者 希望 在 较 少 的 时 间 内 向 读者 介绍 拓扑 学 的 一 些 精 
彩 内 容 , 以 此 宕 视 该 学 科 的 动人 与 美妙 之 处 . 本 书 由 两 部 分 组 成 , 第 一 部 分 包含 第 
1~ 3 章 , 为 点 集 拓 扑 学 必 备 知识 ; 第 二 部 分 包含 第 4 ~ 7 章 , 介绍 拓扑 学 四 个 分 支 
方向 的 简要 知识 . 作者 力图 在 强调 基础 的 同时 , 以 简短 的 篇 幅 向 读者 展示 拓扑 学 一 
些 分 支 的 研究 思想 以 及 解决 问题 的 手段 ,所 以 在 介绍 点 集 拓 扑 学 基本 概念 的 基础 
上 , 精 选 了 一 般 拓 扑 学 、 拓 扑 动力 系统 、 代 数 拓扑 学 、 微 分 拓扑 学 中 一 些 专题 进行 
论述 , 同时 注重 不 同 分 支 之 间 的 内 在 联系 . 本 书 的 知识 在 相关 的 参考 书 或 文献 中 都 
有 不 同 程度 的 描述 , 作者 的 作用 只 是 在 内 容 的 选取 和 表述 上 . 只 要 读者 学 习 过 “ 数 
学 分 析 ” 和 “高 等 代数 ”等 课程 , 并 对 集合 论 中 最 基本 的 内 容 有 所 了 解 , 就 可 掌握 
本 书 中 的 知识 (其 中 阅读 第 5 、6 章 分 别 要 学 习 过 “ 实 变 函 数论 ”、“ 近 世代 数 ” 课 
程 ). 作者 为 选读 本 书 提供 了 多 种 组 合 , 如 在 第 一 部 分 的 基础 上 , 可 以 选 学 第 二 部 分 
的 任 一 章 . 

李 进 金 、 李 克 典 、 林 寿 分 别 负责 编写 本 书 的 第 1 章 、 第 2~~4 章 .第 5~7 章 ， 
全 书 由 林 寿 统一 整理 .大 部 分 书稿 曾 在 济州 师范 学 院 数学 与 信息 科学 系 的 2004 ~ 
2008 级 研究 生 中 讲授 过 . 苏州 大 学 怪 自 求教 授 、 华侨 大 学 陈 尔 明教 授 分 别 审阅 了 书 
稿 的 第 1 ~ 4 章 、 第 5 和 第 6 章 , 提出 了 宝贵 的 建议 , 指出 了 原稿 中 的 多 处 疏漏 与 
失当 . 在 书稿 的 编写 过 程 中 , 作者 们 的 研究 工作 得 到 国家 自然 科学 基金 (项 目 编号 : 
10571151, 10671173) 的 资助 . 书稿 的 写作 与 出 版 始终 得 到 济州 师范 学 院 研究 生 处 的 
支持 , 初稿 的 编辑 和 排版 得 到 漳州 师范 学 院 拓扑 学 专业 研究 生 的 帮助 , 其 中 郑 春燕 
同学 绘制 了 全 书 的 插图 ， 本 书 的 出 版 还 要 特别 感谢 漳州 师范 学 院 重点 学 科教 材 建 
设 资助 项 目的 资助 . 

拓扑 学 博大 精深 , 作者 学 识 粗浅 , 本 书 定 有 不 少 不 足 之 处 , 望 同 行 和 读者 批评 、 
指正 (可 来 函 或 发 E-mail 至 linshou@public.ndptt.fj.cn). 
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第 1 章 ”集合 与 序 集 


拓扑 学 中 最 基本 的 内 容 是 点 集 拓扑 学 . 点 集 拓扑 学 主要 建立 在 集合 论 的 基础 
上 , 所 以 关于 集合 论 的 知识 对 于 学 好 、 学 深 点 集 拓扑 学 及 相关 的 集合 论 拓扑 学 是 至 
关 重 要 的 . 本 书 的 目的 是 介绍 拓扑 学 的 一 些 基 本 知识 , 相信 读者 对 集合 的 概念 及 相 
关 的 集 的 运算 、 关 系 、 函 数 等 内 容 已 有 一 定 的 认识 . 本 章 着 眼 于 回忆 朴素 集合 论 的 
一 些 基本 知识 , 介绍 集 族 、 笛 卡 儿 积 集 、 序 集 等 概念 , 引用 选择 公理 等 相关 的 等 价 
命题 . 希望 对 公理 集合 论 的 基础 知识 有 较 好 理解 的 读者 可 阅读 H. B. Enderton 的 
Elements of Set Theoryll. 


1.1 集合 、 函 数 


本 节 由 三 部 分 组 成 , 分 别 介绍 集合 、 函 数 和 集 族 等 基本 概念 . 

本 书 所 提 到 的 集合 是 描述 性 的 定义 , 即 具有 某 种 共同 特点 的 对 象 的 总 体 称 为 集 
合 . 如 果 a 是 集合 4 的 元 素 , 则 称 为 a 属于 4, 记 为 ae 4; 如 果 a 不 是 集合 4 的 
元 素 , 则 称 为 a 不 属于 4, 记 为 a 4 4. 没有 元 素 的 集合 称 为 空 集 , 记 为 @. 

符号 “=>”,“<>” 分 别 表 示 命 题 的 “ 冀 售 ”与 “ 当 且 仪 当 ”. 

设 4 和 B 是 两 个 集合 . 如 果 ze 4, 则 zz € B, 那么 称 4 是 B 的 子 集 , 记 为 
AcCB 或 B24; 否则 称 4 不 是 B 的 子 集 , 记 为 Ay B. 如 果 ze A 命 ze B, 则 
称 4 与 B 相等 , 记 为 4 = B; 否则 称 4 与 B 不 相等 , 记 为 4 关 B. 如 果 AcB 且 
A 关 B, 则 称 4 是 B 的 真子 集 . 因此 , A4=B 人 SACB 且 A4DB. 

在 本 书 中 , 分 别 用 尺 , Q@, Z, N 和 Z+ 表示 实数 集 、 有 理 数 集 、 整 数 集 、 自 然 数 
集 和 正 整 数 集 . 

下 面 简 述 集合 的 运算 . 设 4 和 B 是 两 个 集合 , 集合 {x :x € 4 或 z € B} 称 为 
A 与 B 的 并 集 或 并 , 记 为 4UB; 集合 {z:ze4 且 zeB+ 称 为 4 与 已 的 交集 
或 交 , 记 为 4nB; 集合 {fz:ze4 且 z&B} 称 为 4 与 已 的 差 集 , 记 为 4- 成 或 
4\B; 如 果 4nB= 2 则 称 4 与 B 无 交 或 不 相交 ; 反之 , 若 4m 了 关 G 则 称 4 
与 B 有 ( 非 空 的 ) 交 或 相交 . 

对 于 集合 的 运算 法 则 , 有 和 容 等 律 、 交 换 律 、 结 合 律 、 分 配 律 等 , 特别 地 有 de 
Morgan 公式 : 设 A，B, C 都 是 集合 , 则 


A- (BUO)=(4- BN(A-O), 


MP 
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A—-(BNMC)=(4- BU(A-O). 
设 4 和 B 是 两 个 集合 , 集合 
{(a,b)j:ae AHvbeEB} 


称 为 4 和 B 的 笛 卡 儿 积 , 记 为 4 x B, 其 中 (a,0) 是 有 序 对 . ae A 与 5€ B 分 别 
称 为 (a,5) 的 第 一 和 第 二 个 坐标 . 

本 节 的 第 二 部 分 内 容 涉 及 函数 .在 微 积 分 学 中 通过 对 应 建立 的 关于 实数 子 集 
之 间 的 函数 定义 仍 适 用 于 集合 之 间 的 函数 概念 . 通过 笛 卡 儿 积 的 子 集 可 给 函数 以 
更 一 般 的 定义 . 

设 4, B 是 两 个 集合 , f 是 箔 卡 儿 积 4 x B 的 子 集 . 如 果 对 每 个 x e 4, 存在 
唯一 的 ye B 使 得 (x,y) e f, 则 称 f 是 从 4 到 B 的 函数 或 映射 , 记 为 1 :4A 一 上 B. 
这 里 4 称 为 函数 f 的 定义 域 , 即 


4= {zx: 存在 ye B, 使 (x,y)€ 让， 


满足 (z,y) e f 的 B 中 唯一 的 y 称 为 函数 f 在 xz 的 值 , 或 xz 在 f 下 的 像 , 记 为 
f(z), Bh y = f(z). 
对 AoC 4, 记 


f(40) = {0€B: 对 某 个 ae 4o b= f(a)}, 


称 为 Ao 在 f 下 的 像 ; f(4) 称 为 f 的 值 域 , 为 了 方便 起 见 , 也 常 称 集合 B 为 的 
值 域 或 取 值 范围 . 
对 Bo C B, 记 
f° (Bo) = {ae A: fla) € Bo}, 
称 为 Bo 在 f 下 的 原 像 或 逆 像 . 当 Bo 是 单 点 集 {yo} 时 , 常 记 广 !(CBo) = 广 !(yo)， 
称 为 上 在 yo 的 纤维 . 
对 ho Cc 4,， Bo CB, 则 


f° (f(A0)) 2 Ao, f(f7 (Bo)) © Bo. 


注意 , 等 式 f71(f(40)) = 40, f(f-1(Bo)) = Bo 未 必 成 立 . 
引 理 1.1.1 设 函 数 f :4 一 B. 若 U, 分 别 是 4A, 的 子 集 , 则 


fi(F JCcUSFCB- f(A-U). 


证 明 设 f71(f)CU. 对 任意 ve Ff, 有 f-1(y) CU. 因而 -1(y)n(4-0)= 
@. 于 是 ye B-f(4-0), 故 FcB-f(4-U). 反 之, 设 FIcB-f(4-U). 由 于 
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A-—UCf fA-D), PU FF) CFB- 1A-U0))= A-1 (f(A4-U)) Cc 
A—(A4-U)=U. 

下 面 介 绍 由 已 知 函 数 作 出 新 函数 的 方法 . 

设 函 数 f: 4 一 B，Ao C A. 笛 卡 儿 积 ho x B 的 子 集 


{(a, jao) :a € Ao} 


称 为 f 在 4o 上 的 限制 , 它 是 4o 到 B 的 函数 , 记 为 fl4,。， 对 每 个 ze 4o, 有 
用 so(z) 三 f(z). 从 而 flao(40) = f(40). 对 Bo Cc B, 有 


fla!1(Bo) = AoN £71(Bo). 


设 4o C 4, 函数 f : Ao 一 B. 如 果 存 在 映射 :4 一 B 使 得 Fla, = f, 则 称 
五 是 f 到 A 上 的 扩张 映射 , 简称 扩张 . 此 时 , f 是 下 在 Ao 上 的 限制 . 
设 函 数 f :4 一 B, g:B 一 C. 简 卡 儿 积 4 x OC 的 子 集 


{(a,c) : 存在 be B, 有 f(a) =b, g(b) = cc} 


称 为 f 与 g 的 复合 函数 , 记 为 go f : 4 一 C. 对 每 个 we A, (go f)(a) = g(f(a)). 

设 函 数 f : 4 一 B. 如 果 f(A) 是 单 点 集 ， 则 称 f 为 常 值 函 数 ; 如 果 对 任意 
Qa1,Q2 € A 且 ai 关 a2, 有 f(a1) 关 f(az), 则 称 了 为 单 的 或 单 射 ; 如果 了 (4)=B, 则 
称 f 为 满 的 或 满 射 ; 如 果 函 数 f 既是 单 的 又 是 满 的 , 则 称 f 为 双 射 或 一 一 映射 . 

易 证 , 函数 f 是 单 的 今 如 果 对 ataz se 4 有 f(a1) = faa), 则 al = az 今 对 
任意 be B, f-1(b) 或 为 空 集 或 为 单 点 集 . 函数 f 是 满 的 仿 对 任意 be B, f-1(b) 
不 空 . 

如 果 集 合 4 c B, 函数 f : 4 一 B 定义 为 对 任意 ze 4A， f(x) = zx, 则 称 /为 
内 射 , 常用 j4 或 了 表示 ; 当 4 = B 时 内 射 称 为 恒 等 函 数 , 常用 i4 或 i 表示. 

如 果 函 数 :4 一 B 是 双 射 , 则 必 存 在 唯一 一 个 从 B 到 4 的 函数 , 记 为 广 1， 
满足 对 每 一 be B, 有 f(f-1(b)) =。, 称 f-1:B 一 4 为 f 的 北 函 数 或 反 函 数 . 这 
时 , f-1:B 一 4 也 是 双 射 且 有 函数 复合 关系 广 1oj =i4, fof-!1= 15. 

下 面 的 引 理 是 用 来 判定 函数 是 双 射 的 一 种 常用 的 方法 , 证 明 留 作 习 题 . 

引 理 1.1.2 设 函 数 f : 4 一 B. 如 果 存 在 函数 g:B 一 4A 和 hh:B 一 4, 满足 
gof=i4, foh=is, 则 函数 Jf,，g, h 都 是 双 射 , f-1=g=h, 且 g-!= 了/. 

如 果 函 数 f 是 双 射 , Bo c B, 则 广 !(Bo) 既 可 以 表示 Bo 在 f 下 的 原 像 , 又 可 
表示 Bo 在 f-1:B 一 A 下 的 像 . 它们 表示 的 是 4 的 同一 个 子 集 . 

通过 双 射 可 定义 有 限 集 和 无 限 集 . 

定义 1.1.1 设 X 是 一 个 集合 . 如 果 X 是 空 集 或 存在 ne Z4 使 得 X 和 集合 
{1,2,… ,n} 之 间 有 一 个 双 射 , 则 称 X 是 有 限 集 或 者 n 元 集 ( 空 集 可 称 为 0 元 集 ); 
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不 是 有 限 集 的 集合 称 为 无 限 集 ; 如 果 存 在 从 区 到 Z| 的 单 射 ( 双 射 ), 则 称 XX 是 可 
数 集 (可 数 无 限 集 ); 不 是 可 数 集 的 集合 称 为 不 可 数 集 . 

对 n 元 集 (mn € Z+) 或 者 可 数 无 限 集 , 设 定义 中 的 双 射 为 f, 并 且 记 ai = f(2)， 
则 nn 元 集 与 可 数 无 限 集合 可 以 分 别 表示 成 


{ala2, ,an 或 {ala2, ;0n) }, 


其 中 , 当 正 整数 ;和 7 时 ,oa 天 oj 

显然 , 有 限 集 是 可 数 集 . 易 验证 , 可 数 集 的 子 集 是 可 数 集 , 可 数 集 的 映像 是 可 数 
集 . 关于 无 限 集 的 一 些 命题 留 给 读者 作为 习题 . 

当 集 合 4 是 n 元 集 时 , 则 称 n 是 有 限 集 4 的 基数 , 记 为 |4|, 即 |4| = n. 如 果 
4,B 都 是 有 限 集 , 则 |4| = |B| 当 且 仅 当 4 与 B 之 间 存 在 双 射 . 这 一 概念 也 适用 
于 一 般 的 集合 . 对 集合 X, 定义 和 的 基数 |XX|, 使 对 每 个 集合 Y, |X| = |Y| 当 且 仅 
当 久 与 Y 之 间 存 在 双 射 有 限 集 (无 限 集 ) 的 基数 称 为 有 限 基 数 (无 限 基数 ). 集 
合 Z4 的 基数 记 为 Ro, 即 |Z+| = No. 从 而 , 可 数 无 限 集 的 基数 是 No. 一 个 集合 是 可 
数 集 当 且 仅 当 它 的 基数 是 有 限 基 数 或 No. 集合 及 是 不 可 数 集 (见习 题 1.1.5), 它 的 
基数 称 为 连续 统 基数 , 记 为 c, 即 |R| = c. 

本 节 的 第 三 部 分 内 容 介 绍 集 族 的 概念 . 集合 的 元 素 是 各 式 各 样 的 , 有 时 候 需 要 
讨论 以 集合 为 元 素 的 集合 . 

以 集合 为 元 素 的 集合 称 为 集 族 , 用 花 写 字母 wf， 多 等 表示 . 这 种 记 法 在 于 便于 
区 分 元 素 的 集合 及 元 素 的 集合 的 族 . 

如 of = {{a},， {a, 中 },， 8} 是 一 个 集 族 , 它 有 元 素 {a}, {a,0}, @. 而 be {a,b} Ee 
,但 5 4 of. 集 族 {C] 与 空 集 g 不 同 , {o} C of, 而 BE. 

设 4 是 一 个 集合 , 4 的 所 有 子 集 组 成 的 集合 称 为 4 的 款 集 . 它 是 集 族 , 记 为 
F(A4), BT F(A)={B:BCA}. 

如 4 = {1,2,3}, 则 


2(4)= {9, {1}, {2}, {3}, {1,2}, {1,3}, {2,3}, A}. 


注意 , 作为 集合 4 的 元 素 1, 与 作为 4 的 子 集 {1} 是 不 同 的 . 1 se 4, {1} c 4, {1l} < 
(4), 而 {1}¢ 4, {1l}¢ 2(4). 

把 两 个 集合 的 并 与 交 的 定义 , 推广 到 任意 个 集合 的 并 与 交 . 

设 x 是 一 个 集 族 . 定义 


Ux = {2 : 存在 A € %, 使 得 x € A})， 
称 为 集 族 x 的 并 ; 类 似 地 , 非 空 集 族 xy 的 交 定 义 为 
NY = {zx : 对 任意 Ae ,x € A}. 


1.1 集合 、 函 数 .5. 


需要 注意 的 是 , 当 .x 为 空 集 族 时 , 按照 定义 有 Ue = .本 书 不 讨论 空 集 族 的 交 
集 , 当 说 到 有 限 个 集 的 交 时 也 自动 排除 0 个 集 的 交集 . 

集 族 的 表示 常 利用 指标 集 . 

设 J 是 一 个 集合 , x 是 非 空 集 族 , 满 函 数 p : J 一 oy 称 为 x 的 指标 函数 ， 

合 .7 称 为 指标 集 , 集 族 .x 连同 函数 yp 一 起 称 为 加 标 集 族 ， 对 每 个 we J 记 

4。 = p(a), 则 对 应 的 加 标 集 族 可 记 为 {44}aey, 简 记 为 {4。}. 对 集 族 oy, 可 导出 
自然 的 加 标 集 族 { 4} aew. 

按 集 族 的 并 与 交 的 定义 , 集 族 {4。jaey 的 并 与 交 分 别 定义 为 


国医 < 存在 we.J 使 得 zs A。}, 


Qa€EJ 


门 44 = {zx: 对 任意 a exe A}. 


CE 


从 而 , 对 任意 的 6 s 7, 有 a Aa C ApC Uy, A。 类 似 地 , 对 于 加 标 集 族 有 结合 
律 、 分 配 律 等 成 立 ， 并 有 如 下 的 de Morgan 公式 


人 (U <) = 人 1(C-4o)， 


Qa€EJ GE 


和 (nN 4 = 人 JC=- 46). 


Qa€EJ GE 


至 于 集 族 中 集合 的 像 及 原 像 有 下 列 定理 , 其 证 明 是 常规 的 , 留 给 读者 
定理 1.1.1 设 函 数 f: 久 一 Y. 如果. cC ZB(X), Bc (YY), 则 
(DF (n 4 c<_n f(A); 


4EcV 


4 


(9) 1 ( MB) = MN 118) 


Beg Be 
O17: ( UB) = U1B) 
BE BE 
本 节 最 后 介绍 集 族 的 笛 卡 儿 积 集 . 我 们 用 函数 的 观点 来 理解 两 个 集合 Ai1, 4 
的 笛 卡 儿 积 集 4; x 4?. A1 x Ahs 中 的 每 一 元 (a1, a2) 对 应 于 集 {1,2} 到 A1U A 的 函 
数 f, 满足 fd) = are A1, f(2) = a2 € 42. 设 {Xa}aey 是 加 标 集 族 , X = U Xe 
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由 “函数 z : J 一 X 使 得 对 每 个 ae J, 有 z(a) se Xa。” 组 成 的 集合 


{Zz : 对 每 个 ae J 有 z(a) € Xo} 


称 为 集 族 {Xa}aey 的 笛 卡 儿 积 , 记 为 [[ Xa 


Qa€EJ 


对 每 个 ze II Xs。，z(a) 称 为 z 的 第 a 个 坐标 , 常 记 为 za, 同时 x 记 为 
a€J 


(zaujaey 或 (za). 对 每 个 ae J 集合 Xs 称 为 笛 卡 儿 积 [TI X。 的 第 a 个 坐标 集 . 


Qa€EJ 


当 对 每 个 a € Xs =X 时 , 笛 卡 儿 积 TI Xa, 记 为 X7. 当 J 是 可 数 无 限 集 
a€J 
时 , X” 称 为 集合 X 的 可 数 笛 卡 儿 积 , 记 为 X%. 显然 , X7 是 从 了 到 X 的 所 有 函 
数组 成 的 集合 . 
对 每 个 ge J 函数 re: [[ Xs 一 Xp 定义 为 
a€J 


fp(Z) = 728, X= (Xa) € II Xa. 
a€EJ 


78 称 为 笛 卡 儿 积 TI Xe 关于 6 或 向 第 6 个 坐标 的 投影 映射 , 简称 投射 . 易 知 , 投 
a€J 
射 no: [[ Xa 一 Xp 是 满 的 . 有 时 , 投射 Ta 也 记 为 pg. 
a€J 
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设 A4，B, C 都 是 集合 . 证 明 下 列 集合 的 运算 律 . 
嘻 : 4U4= 4,4n4= 有 4; 
:4UB=BU44nB=DBn4i 
:AU(BUC)= (AUB)UC, AN(BNMO)= (ANB)NC; 
:AU(BNMC)= (AUB)N(AUC), AN(BUC)= (ANB)U(ANOC). 
设 函 数 f :对 一 Y. 车 AcCcX,， BcCY, 证明: 

广 !(B)) = f(A) NB; 

f(A— (DB)) = 1(4)— 8B; 

如 果 上 是 单 的 , 则 71(f(4)) = 4; 

如 果 了 是 满 的 , 则 f(f7(B)) = BB. 


习 题 1.1 


证 明 整 数 的 集合 Z, 笛 卡 儿 积 Z+ x Z+ 及 有 理 数 集 Q 都 是 可 数 无 限 集 . 
证 明 下 列 关 于 可 数 集 的 命题 : 


[ 数 集 的 任意 子 集 是 可 数 集 ; 


笛 卡 儿 积 仍 是 可 数 集 ; 


(3) 集合 X 是 可 数 集 当 且 仅 当 存在 满 射 f : Z 一 X; 


1.2 良 序 .了 ， 


(4) 可 数 集 的 可 数 并 是 可 数 集 . 

1.1.5 证 明 下 列 关 于 不 可 数 集 的 命题 : 

(1) 单位 闭 区 间 [0, 1] 不 是 可 数 集 ; 

(2) 设 X = {0,1}, 则 X” 是 不 可 数 集 . 

1.1.6 (Cantor-Bernstein 定理 , 1897) ” 设 集合 X,Y 满足 : 既 存 在 从 X 到 YY 的 单 射 , 又 
存在 从 Y 到 XX 的 单 射 . 证 明 : 存在 X 与 Y 之 间 的 双 射 . 

1.1.7 设 {Xs。}aey 是 加 标 集 族 , C 是 一 个 集合 . 证 明 de Morgan 公式 : 

Wo- (Uh) = NC- A 


WE 这 七 这 


oc-(n A) = U(C- 46). 


a€J a€J 
1.1.8 证 明定 理 1.1.1. 
1.1.9 设 J 是 不 空 的 指标 集 . 对 加 标 集 族 {Xa}ae 与 {Yi}aey, 证 明 : 


(1) 若 对 每 一 ceJ 有 XecCc 了 到 , 则 IT Xeoc II 到; 


CE 了 CE 了 


1.2 良 序 


一 般 集合 上 序 关系 的 确立 及 从 自然 数 集 过 渡 到 良 序 集 突破 了 人 们 对 于 传统 的 
“顺序 ”及 “大 小 ”概念 的 认识 . 

设 X,Y 都 是 集合 , 若 RC XxY, 则 称 RR 为 从 XX 到 Y 的 关系 . 如 果 (x,y) € 有 h， 
则 称 z 与 y 有 关系 R, 记 为 zRy. 如 果 RR 是 从 集合 XX 到 义 的 关系 , 则 称 是 久 
上 (或 中 ) 的 关系 . 

映射 是 一 种 特殊 的 关系 . 

设 R 是 集合 X 上 的 关系 . 如 果 R 满足 性 质 (E1) ~ (E3), 则 称 RR 是 X 上 的 

(E1) 自 反 性 : 对 任意 ze X, 有 xRzx; 

(E2) 对 称 性 : 若 zxRy, 则 yRz; 

(E3) 传递 性 : 若 zRy 且 yRz, 则 zRz. 
常用 “~” 表示 等 价 关 系 . 若 x ~ vy, 则 称 x 与 y 等 价 . 
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给 定 集合 X 上 的 等 价 关 系 R, 就 可 以 按 下 述 方式 把 X 中 的 元 素 进行 分 类 . 如 
果 ze XX, 则 集合 {yeE 对:zRYy} 或 {ye XX:zx 人 ~ 外 称 为 由 决定 的 等 价 类 , 记 为 
[zja 或 [zl]. 

显然 , x € [z]. 集合 X 上 的 等 价 类 具有 如 下 性 质 . 

引 理 1.2.1 集合 X 的 任意 两 个 等 价 类 或 相等 或 不 相交 . 

证 明 对 z x eXX, 设 望 = [x], B'= [zi 若 BNB' 关 %, 则 存在 ye ENE'. 
往 证 妃 = EF. 

根据 定义 ,z~y 且 x' ~ y. 由 对 称 性 ,y~ zz 且 y~ ww. 对 任意 的 ze 环 , 则 有 
Z~z. 因为 以 ~y 且 yw~z, 所 以 由 传递 性 得 x' ~ > 于 是 ze 了 羽 , 即 瑟 c EB'. 同 
理 , BF’ C 五 . 所 以 EB=E. 

引 理 1.2.1 说 明 , 给 定 了 集合 X 上 的 等 价 关系 , 等 于 给 定 了 集合 X 上 的 一 个 
分 类 原则 , 它 把 集合 X 分 割 为 互 不 相交 的 等 价 类 , 且 全 体 等 价 类 之 并 等 于 X. 

例 1.2.1 在 了 及 2 上 定义 关系 RR 如 下 : 对 pi(z1,%y), p2(72,y2) € RR?2， 


piRp2 SS VTI+Y = r+, 


即 它们 到 原点 的 距离 相等 , 则 R 是 R? 上 的 等 价 关系 . 每 个 等 价 类 或 者 是 原点 集 ， 
或 者 是 以 原点 为 中 心 的 圆周 . 

定义 1.2.1 设 RR 是 XX 上 的 等 价 关 系 , 集 族 {[z] : ze XX} 称 为 集合 X 关于 
R 的 商 集 , 记 为 义 /R. 映射 p: 针 一 六 /RR 定义 为 p(z) = [zl zx Ee X, 称 为 自然 投射 . 


接着 介绍 序 关 系 . 设 R 是 集合 X 上 的 关系 . 如 果 R 满足 条 件 (P1) ~ (P3), 则 
称 丸 是 X 上 的 偏 序 关系 ， 

(P1) 自 反 性 : 任意 ze X, 有 xRz; 

(P2) 唯一 性 : 若 zRy 且 yRz, 则 z = 

(P3) 传递 性 : 若 zRy 且 yRz, 则 zRz. 
常用 “<” 表 示 偏 序 关 系 . X 赋 以 偏 序 关系 称 为 偏 序 集 , 记 为 (X，<). 

对 任意 集合 X, 在 帘 集 罗 (X) 上 定义 关系 尽 如 下 : 对 4 Be P(X), ARB 今 
ACcB, 则 RR 是 夕 (X) 上 的 偏 序 关系 , 称 为 包含 关系 . 

设 R 是 集合 X 上 的 关系 . 如 果 R 满足 条 件 (T1) ~ (T3), 则 称 ER 是 XX 上 的 
全 序 关系 , 或 线性 序 关系 ， 

(T1) 可 比较 性 : 车 任意 z,ye XX 且 xz 关 y, 则 xzRy 或 yRz; 

(T2) 非 自 反 性 : X 中 没有 z, 使 得 xRz 成 立 ; 

(T3) 传递 性 : 若 zRy 且 yRz, 则 zRz. 
常用 “<” 表 示 全 序 关 系 . X 赋 以 全 序 关系 称 为 全 序 集 , 记 为 (X，<). 


1.2 良 序 .9 . 


在 全 序 关 系 中 , (T1) 中 的 zRy 与 yRz 不 能 同时 成 立 , 否则 由 (T3) 可 得 zRz， 
这 与 (T2) 矛盾 . 在 (T3) 条 件 下 , (T1) 和 (T2) 等 价 于 下 述 三 分 律 : 若 任 意 x,y E 对 
则 下 列 三 式 恰 有 一 式 成 立 ，zRy, z = y, VERz. 

设 < 是 集合 X 上 的 全 序 关系 , 把 “或 z <y, 或 z= yw 用 记号 “x < wy 表示; 
“x < yr 也 可 用 “y > x” 表 示 ; 用 “x <y < zz 表示 “x <y 且 yy < z*. 这 时 , 对 
a,bEX 且 a <b, 记 集合 {xEX:a<xz< 中 = (a,D), 称 为 XX 中 的 开 区 间 . 如 果 
(a,0) = @, 则 称 a 为 5 的 紧 接 前 元 ,b 为 a 的 紧 接 后 元 . 

如 何 定义 集合 的 基数 之 间 的 “大 小 ”关系 ? 设 X,Y 都 是 集合 , 它们 的 基数 分 
别 为 |X| = m, |Y| = n. 定义 m < n 全 存在 从 XX 到 Y 内 的 单 射 ; 如 果 m < n,， 
且 mw 关 n, 则 定义 m < n， 由 Cantor-Bernstein 定理 (见习 题 1.1.6), 若 m < n 上 且 
nm, 则 m =n. 对 任意 有 限 基 数 ww, 有 7 < No < c. 

例 1.2.2 (1) 实数 集 玉 上 的 关系 “<”( 即 所 有 满足 x < y 的 实数 对 (z,y) 组 
成 的 关系 ) 是 全 序 关 系 , 称 为 实数 集 上 通常 的 全 序 关系 . 

(2) 及 上 的 关系 定义 为 : 对 x, y E RR， 


IRy 兮 < 或 z= 和 且 xx<y 


其 中 “<” 是 (1) 中 实数 集 上 通常 的 全 序 关 系 , 则 尺 是 及 上 的 全 序 关系 . 
设 (4,<4), (B,<B) 都 是 全 序 集 . 如 果 存 在 满 射 /: 4 一 B 满足 : 


对 al,a2 € 4, 当 Q1 <A Qa2 时 ， 有 f(a1) <B f(a2), 


则 称 4 和 B 有 相同 的 序 型 , 函数 f 称 为 保 序 映射 . 对 全 序 集 4，A4 的 序 型 用 o(4) 
表示 . 从 而 ，o(4) = o(B) 当 且 仅 当 存在 4 到 B 上 的 保 序 映射 . 

如 , RR 的 两 个 子 集 4 = {0}U (1,2) 与 B= [0,1) 在 通常 的 全 序 关系 下 有 相同 的 
序 型 . 事实 上 , 由 f(0) = 0, 且 当 xe (1,2) 时 , f(x) = zx--1 所 定义 的 函数 :4 一 B 
是 保 序 映射 . 

定义 1.2.2 设 (4,<4), (B,<B) 都 是 全 序 集 . 对 a1,a2 e 4, b1,b2 € B, 定义 


(a1, b1) < (a2, b2) al <A Qs, 或 Q1 一 Q2 腾 b1 <B bo. 


易 证 , < 是 4 x B 上 的 全 序 关系 , 称 为 A x B 上 的 字典 序 关 系 , 简称 字典 序 . 
例 1.2.3 具有 通常 的 全 序 关 系 的 实数 集 [0,1) 及 正 整 数 集 Z+, 赋予 Z4 x1[0,1) 
字典 序 , 则 Z| x [0,1) 与 非 负 实数 集 [0, +co) 有 相同 的 序 型 . 事实 上 , 函数 
f :ZZ x|0,1)— [0,+00) 
fn,t)=n+t+t—o1, (n,t)eZ x |0,1), 
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则 了 是 保 序 映射 . 但 具有 字典 序 的 集合 [0,1) x 2 则 有 不 同 的 序 型 , 因为 它 的 每 个 
元 素 都 有 紧 接 后 元 , 见 图 1.2.1. 


ZN x[0,1) [0,1) xZ, 


图 1.2.1 


在 实数 理论 中 , 实数 集 有 “上 确 界 性 质 ”, 对 任意 全 序 集 也 可 以 定义 这 个 性 质 . 

设 (X，<) 是 偏 序 集 , 了 C X. 如 果 beEY 目 车 yeY 使 得 b<y, 则 5=y, 那 
么 称 b 是 了 的 极 大 元 ; 如 果 a e YY 且 若 yeY 使 得 a vy, 则 a = wy, 那么 称 a 是 
Y 的 极 小 元 . 

设 (X,，<) 是 全 序 集 , Y Cc X. 如 果 beY 且 对 任意 vyeY, 有 wb, 则 称 5 为 
Y 的 最 大 元 ; 如 果 a e Y 且 对 任意 ye Y, 有 a<y, 则 称 a 为 Y 的 最 小 元 ; 如 果 
存在 be X, 对 任意 ye Y, 有 wy<<&。, 则 称 b 是 Y 的 上 界 , 而 的 子 集 了 称 为 是 
有 上 界 的 ; 如 果 Y 的 所 有 上 界 的 集合 有 最 小 元 , 那么 该 元 素 称 为 了 的 上 确 界 , 记 为 
supY. 类 似 地 , 可 以 给 出 集合 Y 的 下 界 、 有 下 界 的 集 及 下 确 界 infY 的 定义 . 

易 知 , 一 个 偏 序 集 的 子 集 的 极 大 元 或 极 小 元 可 以 不 止 一 个 ; 一 个 全 序 集 的 子 集 
至 多 有 一 个 最 大 元 , 也 至 多 有 一 个 最 小 元 . 全 序 集 的 子 集 Y 的 上 确 界 (下 确 界 ) 可 
以 属于 Y, 也 可 以 不 属于 YY, 如 果 Y 的 上 确 界 (下 确 界 ) 属于 Y, 则 它 就 是 Y 的 最 
大 元 (最 小 元 ). 

定义 1.2.3 设 (X,，<) 是 全 序 集 . 若 X 的 每 个 有 上 界 (有 下 界 ) 的 非 空子 集 
都 有 上 确 界 (下 确 界 ), 则 称 X 具有 上 确 界 性 质 (下 确 界 性 质 ). 

显然 , 具有 通常 全 序 关系 的 实数 集 4 = (a,5) (a,5 Ee RR 且 a <5b) 有 上 确 界 性 
质 、 下 确 界 性 质 , 而 集合 B = (-1,0) U (0,1) 既 不 具有 上 确 界 性 质 , 也 不 具有 下 确 
界 性 质 . 

把 正 整 数 集 Z| 在 通常 序 关系 下 所 具有 的 性 质 : 每 个 非 空 子 集 都 有 最 小 元 , 推 
广 到 一 般 的 全 序 集 就 得 到 良 序 集 的 概念 . 

定义 1.2.4 设 (X，<) 是 全 序 集 . 如 果 X 中 每 个 非 空子 集 都 有 最 小 元 , 则 称 
X 是 良 序 集 . 

实数 集 R 在 通常 的 序 关系 下 不 是 良 序 集 , 因为 R 的 整数 子 集 Z 没有 最 小 元 . 
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区 间 [a,9] C R (a < 5) 在 通常 序 关系 下 也 不 是 良 序 集 . 显然 , 良 序 集 的 非 空子 集 仍 
是 良 序 集 . 

例 1.2.4 在 字典 序 下 , 集合 {0,1} x Z+, Z4 x Z+ 都 是 良 序 集 . 

在 字典 序 下 , 集合 {0, 1} x 2Z4+ 的 元 素 可 排列 为 


Q1,Q2,43,* ,01, 02,03,* ) 


其 中 on = (0,n), bn = (1,n), ne Zi Han < anyi, bm < bmiil, an < bm, n,m E 
Z 

对 {0,1} x 2+ 的 任意 非 空子 集 X, 如 果 XN {al,az,a3,…} 关 8, 则 XX 有 
最 小 元 形 如 anu; 如 果 XN {ai,az,a3,…}= 二 2, 则 XX 有 最 小 元 形 如 bx。 从 而 ， 
{0,1} xZ4 是 良 序 集 . 

现在 , 设 X 是 集合 Z4 x 24 的 任意 非 空子 集 . 令 A = {a€ ZZ: (a,b) € X}, 
则 4 是 2Z4+ 的 非 空子 集 , 它 有 最 小 元 oo. 令 B= {beZi:(a0,b)eEX}), 则 B 是 
2Z+ 的 非 空 子 集 , 它 有 最 小 元 bo. 根据 字典 序 的 定义 , (ao, bo0) 是 X 的 最 小 元 . 因此 ， 
Z4 xZ+ 也 是 良 序 集 . 

一 般 地 , 易 证 良 序 集 的 有 限 积 按 字 典 序 是 良 序 集 . 

例 1.2.5 可 数 个 Z4+ 的 积 24 在 字典 序 下 不 是 良 序 集 . 

2Z4 上 的 字典 序 定义 为 : 任意 (a1,a2,…),(b1,02,…) < 2， 


(aa 0) < 0b2, 7 ) 合 Qi < 或 3n>1, 当 i<nN 时 a;=b;, Ba, <b,. 


设 久 是 Z% 中 形 如 z= (1,… ,1,2,1,.… ,1,.…) 的 元 素 的 集合 , 其 中 x 只 有 
一 个 坐标 等 于 2, 其 余 都 是 1. 易 知 , X 没有 最 小 元 . 

例 1.2.5 表明 , 集合 24 上 的 字典 序 关 系 不 是 它 的 良 序 关系 . 那么 在 这 个 集合 
上 是 否 有 别 的 全 序 关系 , 使 它 成 为 良 序 集 呢 ? 下 面 著名 的 良 序 定理 给 这 个 问题 以 肯 
定 答案 . 

定理 1.2.1 ( 良 序 定理 ) 若 X 是 一 个 集合 , 则 存在 X 上 的 全 序 关 系 , 使 X 成 
为 良 序 集 . 

这 个 定理 是 1904 年 , E. Zermelo ( 德 , 1871~1953) 给 出 的 , 常 称 为 Zermelo 良 
序 定理 , 它 的 提出 开辟 了 集合 论 发 展 的 正确 方向 , 它 是 公理 集合 论 中 最 重要 的 结果 
之 一 , 致使 20 世纪 20 年 代数 学 基础 中 ZFC 系统 的 建立 . 良 序 定理 的 证 明 依赖 于 
集 论 公理 系统 , 它 与 1.3 节 要 介绍 的 选择 公理 是 等 价 的 . 

如 果 X 存在 全 序 关 系 , 使 X 成 为 良 序 集 , 则 称 X 可 良 序 化 . 因此 , 良 序 定理 
又 可 叙述 为 : 每 个 集合 都 可 良 序 化 . 
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给 定 一 个 集合 , 将 其 良 序 化 的 构造 过 程 是 复杂 的 . 对 不 空 的 有 限 集 X, 任意 双 
射 f :一 {全 ,2,.… ,n} 能 够 定义 X 上 的 全 序 关系 , 使 X 与 全 序 集 {12…… ,n} 
的 序 型 相同 . 

良 序 集 的 序 型 称 为 序数 . 设 X,Y 是 两 个 全 序 集 , 由 于 保 序 映射 是 双 射 , 所 以 
o(X) = o(Y) 之 |X| = | 2. 于 是 , 每 个 序数 都 对 应 唯一 确定 的 基数 . 有 限 良 序 集 的 
序数 规定 为 这 集 的 元 素 的 个 数 , 称 为 有 限 序 数 ; 可 数 (无 限 、 可 数 无 限 、 不 可 数 ) 的 
良 序 集 的 序数 称 为 可 数 序数 (无 限 序 数 、 可 数 无 限 序 数 、 不 可 数 序数 )， 正 整数 集 
Z+ 按 自然 顺序 是 良 序 的 , 规定 o(Z. ) 为 w. w 是 可 数 无 限 序数 . 

为 了 定义 两 个 序数 的 “大 小 ”, 引入 全 序 集 的 节 的 概念 . 设 X 是 全 序 集 . 给 定 
aeExX, 集 合 S5.={fzeX:z<oay 称 为 和 在 a 处 的 节 . 两 个 序数 a,6 的 “大 小 ” 
规定 如 下 : 设 o(X) = a, ol(Y) = 6, 定义 C<8 今 存在 yey, 使 叉 与 二 在 加 
处 的 节 sw = {y EY : y < yo} 的 序 型 相同 . 从 而 , 0 是 最 小 序数 ，w 是 最 小 的 无 限 
序数 (见习 题 1.2.6). 可 以 证 明 , 序数 所 成 集 按 关 系 < 是 良 序 的 器 . 

根据 良 序 定理 可 得 : 存在 不 可 数 的 良 序 集 . 下 面 构 造 一 个 “最 小 ”的 不 可 数 良 
序 集 . 

定理 1.2.2 存在 不 可 数 的 良 序 集 , 其 每 一 节 是 可 数 集 . 

证 明 设 X 是 任意 一 个 不 可 数 的 良 序 集 . 令 了 = {a eX: 5。 是 不 可 数 集 }. 
若 站 = 2, 则 Y 符合 定理 的 要 求 . 若 Y 关 ,由 于 XX 是 良 序 集 , 所 以 Y 有 最 小 元 ， 
记 为 9. 于 是 ，5So 是 不 可 数 的 良 序 集 , 且 它 的 每 一 节 是 可 数 集 . 

把 定理 1.2.2 中 的 不 可 数 良 序 集 的 的 序 型 记 为 wi, 则 wi 是 最 小 的 不 可 数 序数 . 
序数 的 集合 [0,wi) 称 为 最 小 的 不 可 数 良 序 集 . 对 任意 a e [0,wi)，[0,wi) 在 a 处 
的 节 Sa = [0, oa). 

推论 1.2.1 如 果 4 是 [0,wi) 的 可 数 子 集 , 则 4 在 [0,wi) 中 有 上 界 . 

证 明 对 每 个 we A，[0,a) 是 可 数 集 , 于 是 B = U [0,a) 也 是 可 数 集 . 因为 


aEA 
[own) 是 不 可 数 集 , 所 以 B 六 0,wi). 设 8e I0,w1) - B, 则 6 为 4 的 上 界 . 事实 
上 , 如 果 存 在 a e 4, 使 6<a, 则 Be [0,a) CB, 这 与 6 的 选取 矛盾 . 


1.2.1 设 了 :XX 一 Y 是 满 映射 在 X 上 定义 关系 忆 如 下 : 对 z1,z2 E XX, xz1Rz2 兮 
f(zx1) = f(x2). 证 明 : 

(1) R 是 X 上 的 等 价 关系 ; 

(2) 存在 商 集 X/R 与 Y 之 间 的 双 射 . 

1.2.2 ”对 实数 集 的 子 集 [0,1] = {zx :0< xz<1} 和 [0,1) = {zx:0<z<1}, 下 列 集合 在 
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字典 序 下 具有 上 确 界 性 质 吗 ? 


[0, 1] x [0,1], [0,1] x [0,1), [0,1) x [0,1]. 


1.2.3 设 (X，<) 是 全 序 集 . 证 明 : X 具有 上 确 界 性 质 当 且 仅 当 X 有 下 确 界 性 质 . 
1.2.4 证明 : 任意 良 序 集 具 有 上 确 界 性 质 . 

1.2.5 证 明 : 良 序 集 的 有 限 积 按 字典 序 是 良 序 集 . 

1.2.6 证明: w 是 最 小 的 无 限 序数 . 

1.2.7 ”证明 最 小 不 可 数 良 序 集 [0, wi) 的 下 列 性 质 : 

(1) [0, wi) 没有 最 大 元 ; 

(2) 对 任意 a < wi, 集合 {z : a < xz < wi} 是 不 可 数 集 ; 

(3) 令 Xo = {x € [0,wi) :x 没有 紧 接 前 元 }, 则 Xo 是 不 可 数 集 . 
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为 了 更 好 地 理解 选择 公理 及 其 等 价 命题 , 先 给 出 无 限 集 的 一 个 刻画 . 

定理 1.3.1 设 4 是 一 个 集合 . 下 列 条 件 等 价 : 

(1) 4 是 无 限 集 ; 

(2) 存在 单 射 f : Z+ 一 4; 

(3) 存在 4 与 其 某 真子 集 之 间 的 双 射 . 

证 明 (1) 全 (2). 设 4 是 无 限 集 , 用 归纳 法 定义 单 射 f :Z 一 4. 

首先 , 因为 A4 关 9g, 取 定 ol € 4, 定义 f(1) = ai. 假设 对 正 整 数 大 < mw, 已 经 定 
义 了 f(k). 因为 4 是 无 限 集 , 所 以 集合 4 一 {f(1), 了 (2),… ,fln 一 1)} 是 非 空 的 , 取 
定 4 一 {1(1),f(2),… ,f(n 一 1)} 中 的 一 个 元 素 , 定义 f(n) 等 于 该 元 素 . 应 用 归纳 
法 , 上 述 方式 定义 了 映射 六 Z4 一 4. 下 面 证 明 f 是 单 射 . 

设 m,ne Zi,m 关 nn. 不 妨 设 m <n, 则 fl(m) ef(1),f(2),…,f(n 一 1)}. 而 
f(n) € A— {f(D), 2 ,fn oD)}, a flm) # fn). 

(2) 过 (3). 设 f :Z 一 4 是 单 射 . 记 a = f(n) e 4, ne Z. 因为 f 是 单 射 ， 
所 以 当 n 关 mr 时, aw 关 am. 令 B= 了 (Z4), 并 定义 g:A4A 一 A 一 {fal} 如 下 : 


( ) f(an+1), 二 Qn 所 已， 
-= 
< 的 reA-5B, 


则 9 是 双 射 . 

(3) 僵 (1). 设 存在 双 射 / : 4 一 B, 其 中 集合 B 是 集合 4 的 某 个 真子 集 ， 如 
果 4 是 有 限 集 ， 则 4 不 是 空 集 , 所 以 存在 ” e Zi, 使 4 是 元 集 记 4 = 
{Qa1,42,… ,an 其 中 当 正 整数 ij<n 时 , a; 冯 @;, 则 B={f(a1), f(a2),… ,f(an)} 
也 是 n 元 集 . 这 与 B 是 4 的 真子 集 矛 盾 . 从 而 4 是 无 限 集 . 
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定理 1.3.1 表明 : No 是 最 小 的 无 限 基数 . 在 定理 关于 (1) 全 (2) 的 证 明 中 , f 的 
这 种 “定义 ”含有 无 限 多 种 选择 . 这 引导 我 们 更 加 关注 数理 逻辑 中 的 一 个 问题 : 选 
择 公理 . 

公理 1.3.1 (选择 公理 ) 若 .x 是 由 互 不 相交 的 非 空 集合 构成 的 族 , 则 存在 集 
合 C, 使 得 C 与 x 中 的 每 个 元 素 恰 好 有 一 个 公共 元 , 即 对 每 个 4 e oy, 集合 Cn4 
只 有 一 个 元 素 . 

选择 公理 中 存在 的 集合 C 可 以 理解 为 从 .x 的 每 个 集合 4 中 选取 一 个 元 素 而 
得 到 . 假定 选择 公理 成 立 , 证 明 以 下 结论 . 

定理 1.3.2 若 .x 是 由 非 空 集合 构成 的 族 , 则 存在 函数 c : xz 一 4 使 得 
对 每 个 4e of, 有 c(4)e A - 

证 明 对 每 个 4 es .xf, 定义 集合 4 = {(4,a) :a € 4}, 则 4' 关 gg. 记 集 族 
二 {4' :Ae .xy}, 则 xy' 中 任意 两 个 不 同 的 元 素 是 不 相交 的 . 事实 上 , 设 4 ，49 
是 zy' 中 两 个 不 同 的 元 素 , 存在 A1,， A2€ of 使 A = {hi,a) :a€ Ai1}, 42 = 
{(A2,a) :a € A2}, 由 于 Ai 42, 所 以 ANAs=%. 

根据 选择 公理 , 存在 集合 C, 它 与 xy' 中 的 每 个 元 素 恰好 有 一 个 公共 元 . 

对 每 一 4e w, 4 e or 存在 唯一 ae A 使 得 (4,a) scC, 定义 c(4)=a. 由 
此 , 定义 了 函数 c: xz 一 满足 所 需 的 要 求 . 

SE 


定理 1.3.2 中 的 函数 c 称 为 集 族 oz 的 选择 函数 . 

选择 公理 看 似 “ 显 然 ”, 实则 “ 极 不 平凡 ”. 它 是 数学 中 除 “ 平 行 公设 ”以 外 最 
引 人 注 目的 一 条 公理 , 是 20 世纪 数学 发 展 的 重要 源 果 .1938 年 , K. G6del ( 奥 - 
美 , 1906~1978) 证 明了 选择 公理 与 通常 的 集合 论 ZF 系统 是 相 容 的 . 1963 年 , P. J 
Cohen ( 美 , 1934~2007) 证 明了 否定 选择 公理 也 与 ZF 系统 是 相 容 的 . 所 以 选择 公理 
在 通常 集合 论 的 ZF 系统 中 是 不 可 判定 的 问题 . 选择 公理 与 良 序 定理 (定理 1.2.1)， 
及 下 面 要 介绍 的 Zorn 引 理 、Hausdorff 极 大 原理 和 Tukey 引 理 等 都 是 相互 等 价 的 . 
他 们 的 等 价 性 的 证 明 可 以 见 参考 文献 [2] 或 [3]. 

定理 1.3.3 (Zorn 引 理 , 1935) 若 偏 序 集 X 的 每 个 全 序 子 集 都 有 上 界 , 则 XX 
必 有 极 大 元 . 

定理 1.3.4 (Hausdorf 极 大 原理 , 1914) 若 (X,， <) 是 偏 序 集 , 则 X 中 存在 极 
大 的 全 序 子 集 . 

定义 1.3.1 设 .oy 是 一 个 集 族 . 如 果 4 是 oy 的 元 素 当 且 仅 当 4 的 每 个 有 限 
子 集 是 x 的 元 素 , 则 称 集 族 oy 具有 有 限 特征 . 

定理 1.3.5 (Tukey 引 理 , 1940) 每 个 非 空 的 具有 有 限 特 征 的 集 族 关于 包含 关 
系 存在 极 大 元 . 
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推论 1.3.1 设 w 是 具有 有 限 特 征 的 集 族 . 若 4o € x, 则 xy 中 存在 包含 Ao 


的 极 大 元 . 


1.3.1 证 明 选 择 公理 


集 [[ Xu 关 必 . 


a€J 


1.3.2 ”如果 f :4 一 B 是 满 射 , 订 


习 题 1.3 


1.3.3 ”从 和 良 序 定理 证 明 Zorn 引 理 . 


1.3.4 从 Zorn 引 理 


E 证明 每 个 非 零 的 向 量 空间 存 丰 


与 下 述 命题 等 价 : 对 任意 加 标 非 空 集 族 {Xa。}aey, J 了 关 2, 第 卡 儿 积 


E 明 存在 映射 hh: B 一 4 使 得 foh = ip. 


Hamel 基 . 


第 2 章 拓扑 空间 


拓扑 空间 的 概念 来 源 于 实 直线 及 其 上 连续 函数 的 研究 . 1914 年 , F. Hausdorf 
( 德 , 1868~1942) 的 著作 Grundziige der Mengenlehre 标志 着 一 般 拓 扑 学 成 为 一 门 独 
立 的 学 科 . 一 般 拓 扑 学 ,也 称 点 集 拓 扑 学 , 主要 研究 拓扑 空间 的 自身 结构 及 其 间 的 
连续 映射 . 它 不 只 是 拓扑 学 的 基础 , 而 且 在 与 几何 、 分 析 相 关 的 学 科 中 都 有 广泛 的 
应 用 . 本 章 以 介绍 拓扑 空间 与 连续 映射 为 线索 , 给 出 一 些 生成 空间 拓扑 的 途径 , 引 
入 拓扑 空间 中 几 类 重要 子 集 及 其 运算 , 介绍 三 种 构造 新 空间 的 基本 方法 . 


2.1 拓扑 空间 


本 节 定 义 拓扑 空间 的 概念 , 介绍 生成 拓扑 的 邻 域 方法 , 用 与 数学 分 析 中 不 同 的 
方式 引入 函数 的 连续 性 . 

定义 2.1.1 设 X 是 一 个 集合 , > 是 X 的 子 集 族 . 如 果 7 满足 以 下 条 件 , 则 称 
7 是 X 上 的 拓扑 : 

(O1) 8, X ETi 

(02) 若 41, 42 cr, 则 4in4 er; 

(03) 若 妆 Cr, 则 i Aer. 


Eri 
(X,7) 称 为 拓扑 空间 , 在 不 致 引起 混淆 的 情况 下 , 简写 成 X 是 拓扑 空间 . 7 的 元 素 
称 为 拓扑 空间 (X,7) 中 的 开 集 . 
由 条 件 (02) 可 推 得 : 
(020) 若 4i;eE7T,1<ign, 则 NA ET. 


例 2.1.1 平庸 空间 与 离散 空间 . 

设 X 是 一 个 集合 , m = {2,X}. 容易 验证 ,m 是 X 上 的 拓扑 , 称 为 的 平 
庸 拓扑 , (X,m) 称 为 平庸 空间 . 在 平庸 空间 中 , 有 且 仅 有 两 个 开 集 , 即 X 本 身 与 空 
集 &g. 

对 集合 XX, 令 n= F(X), 则 nn 是 XX 上 的 拓扑 , 称 为 X 的 离散 拓扑 , (XX, 底 ) 
称 为 离散 空间 . 在 离散 空间 中 , X 的 每 个 子 集 是 开 集 . 

例 2.1.2 设 久 = {a,b,c}, T= {2,X,{a},{a,b}}. 容易 验证 ,7 是 上 的 拓 
扑 . 这 个 拓扑 空间 (X,7) 既 不 是 平庸 空间 , 也 不 是 离散 空间 . 
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由 此 可 知 , 只 有 三 个 元 素 的 集合 , 可 有 多 种 不 同 的 拓扑 . 但 是 这 并 不 表明 X 的 
子 集 的 任意 族 是 X 的 拓扑 . 如 集 族 {G, X, {a}, {0}} 不 是 X 上 的 拓扑 , 因为 它 不 满 
足 条件 (03). 
例 2.1.3 有限 补 空间 . 
设 X 是 一 个 集合 , 令 
TT 二 {Bg}U{UVCX:X-U 是 有 限 集 }. 


验证 7 是 X 上 的 拓扑 . 
显然 , 7 满足 条 件 (01). 设 41, 4 es +， 如 果 A1, hs 之 中 有 一 个 是 空 集 ， 则 
Ain ho = ET. 如果 Ai1, 4s 都 不 是 空 集 , 则 X- 4i; 与 XA 都 是 有 限 集 , 因而 


X_-(4n4)=(X-4)U(XK-4) 


也 是 有 限 集 . 根据 定义 , A1 mn 4 es r. 所 以 7 满足 条 件 (02). 
设 1 C7. 不妨 设 存在 不 空 的 A1 en. 由 于 41 C U 4, 于 是 


L4ET1 


XxX-[【)jAcX-hi 
AET1 


是 有 限 集 , 故 LUJ 4 er. 从 而 满足 条 件 (03). 


4ETi 

综 上 所 述 , > 是 X 上 的 拓扑 , 称 之 为 X 的 有 限 补 拓扑 , (X,7) 称 为 有 限 补 空间 . 

从 以 上 各 例 可 见 , 一 个 集合 上 一 般 可 定义 多 种 拓扑 . 

定义 2.1.2 (拓扑 的 比较 ) 设 与 7 是 集合 XX 上 的 两 个 拓扑 . 如 果 六 C 7， 
则 称 2 细 于 ni 或 粗 于 亡 . 如 果 C7 是 严格 的 含 于 关系 , 则 称 72 严格 细 于 
或 严格 粗 于 72. 

集合 X 上 的 平庸 拓扑 是 最 粗 的 拓扑 , 离散 拓扑 是 最 细 的 拓扑 . 

对 集合 X 的 两 个 拓扑 放 nn, 72, 如果 nC no 或 ncn, 则 称 拓 扑 帮 与 7 是 可 
比较 的 . 值得 注意 的 是 集合 X 上 的 任意 两 个 拓扑 , 不 一 定 都 能 比较 . X 上 的 拓扑 
之 间 的 粗细 关系 是 偏 序 关系 . 

空间 的 拓扑 是 一 个 整体 的 概念 . 研究 拓扑 空间 中 一 点 附近 的 性 质 常 依赖 于 点 

I 邻 域 系 . 

定义 2.1.3 设 (X,7) 是 拓扑 空间 , zx e X, 7 C X. 如 果 存 在 开 集 V es 7 使 得 

xz EV CU, 则 称 U 是 zx 的 邻 域 . 如 果 UU 还 是 开 集 , 则 称 U 是 z 的 开 邻 域 . z 的 所 
邻 域 构成 的 X 的 子 集 族 称 为 z 的 领域 系 ， 

在 拓扑 空间 中 , 一 个 点 的 邻 域 不 一 定 是 开 邻 域 , 但 它 一 定 包 含 着 该 点 的 某 个 开 
邻 域 . 在 平庸 空间 X 中 , 点 ze X 只 有 一 个 邻 域 , 即 X 本 身 . 在 离散 空间 X 中 ， 
含有 点 zexX 的 任意 集合 是 xz 的 开 邻 域 , 特别 地 , 单 点 集 {z} 是 x 的 开 邻 域 . 
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定理 2.1.1 拓扑 空间 X 的 子 集 U 是 开 集 当 且 仅 当 U 是 它 的 每 一 点 的 邻 域 . 
证 明 必要 性 是 显然 的 . 下 证 充分 性 . 如 果 x e U, 根据 定义 2.1.3, 存在 开 集 
记 , 使 ze VCcU. 由 于 


v= (J{z}c ljVce, 


EU xzE€EU 


因而 UV = U 碎 . 根据 拓扑 定义 的 (03), 7 是 开 集 . 
XEU 


下 面 介 绍 邻 域 系 的 基本 性 质 . 
定理 2.1.2 设 X 是 拓扑 空间 . 对 每 一 zeX, 记 和 是 z 的 邻 域 系 , 则 入 

有 如 下 性 质 : 
N1) X e Zr; 
N2) 如 果 Te 和, 则 ze 7i 
N3) 如 果 UeW 且 UcCW, 则 W ee; 
N4) 如 果 U Ve%, 则 UNV Ee; 
N5) 如 果 7V es 弘 ,, 则 存在 Ve 2, 使 得 VCU 且 对 每 个 ye V, 有 VE. 
明 (N1) 因为 X 自身 是 开 集 且 ze X, 所 以 Xe 和 . (N2) 是 显然 的 . 
(IN3) 设 Ue 2, 且 Tc 克 , 则 存在 开 集 六 , 使 得 ze c U, 于 是 zey c 丽 、. 
因此 , W es %. 
(N4) 设 U,V e %, 则 存在 开 集 0 与 Ww 使 得 zeUocU 与 ieWCV. 由 
拓扑 定义 的 (02), Von WW 是 开 集 上 且 x e€ UN WcCUNV. 从 而 , UNV Ee 入 . 
(N5) 设 Ue %, 则 存在 开 集 V 使 ze VC U. 由 于 V 是 开 集 , 根据 定理 2.1.1， 
对 每 个 ye V, 有 Ve 
(N1) 表明 , 对 每 个 ze X, 和 关 @. (N3) 表明 , 如 果 多 ' 是 入 的 非 空子 族 , 则 
U U €W. 
EC 

定义 2.1.1 是 从 开 集 出 发 定义 拓扑 空间 , 也 可 以 从 邻 域 出 发 生成 拓扑 空间 . 

定理 2.1.3 设 X 是 一 个 集合 . 如 果 对 每 个 ze X 都 对 应 X 的 子 集 族 %, 满 
足 定理 2.1.2 中 的 条 件 (N1) ~ (N5), 则 集 族 


ER 


前 


U 


T 二 {UCX: 如 果 zxzeU, 则 Ue %} 


是 X 上 的 唯一 的 拓扑 使 得 对 每 个 zx e 和, 子 集 族 %, 恰好 是 x 在 拓扑 空间 (X,7) 
中 的 邻 域 系 . 

定理 2.1.3 的 证 明 留 给 读者 . 

数学 分 析 中 函数 的 连续 性 是 用 极限 或 e-6 语言 来 描述 的 , 其 本 质 反 映 了 两 个 拓 
扑 空间 之 间 点 的 邻 域 或 拓扑 空间 中 的 开 集 间 的 关系 . 
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定义 2.1.4 设 X 和 TY 是 两 个 拓扑 空间 , f :六 一 了 是 函数 . 如 果 站 中 每 个 
开 集 7 的 原 像 广 !(C) 是 X 中 的 开 集 , 则 称 f 是 从 空间 X 到 空间 Y 的 连续 函数 ， 
简称 f 连续 . 

由 定义 2.1.4, 可 得 

定理 2.1.4 设 X,Y 和 2 都 是 拓扑 空间 , 则 

(1) 恒 等 映 射 ix : X 一 X 连续 ; 

(2) 如 果 f :XX 一 Y 是 常 值 映射 , 则 f 连续 ; 

(3) 如 果 f :XX 一 Y 和 9g:Y 一 2 都 是 连续 函数 , 则 go 了:X 一 2Z 也 连续 . 

在 定理 2.1.4 中 , 恒 等 映 射 ix 的 像 空间 X 与 原 像 空 间 X 具有 同一 个 拓扑 . 对 
于 不 是 同一 拓扑 的 情况 : 恒 等 映 射 ix : (X, 帮 ) 一 (X,T2) 连续 当 且 仅 当 疡 C 刻 . 

容易 验证 , 定义 在 离散 空间 上 的 任意 函数 是 连续 的 ; 值 域 为 平庸 空间 的 任意 函 

定义 2.1.5 设 X 和 了 Y 是 两 个 拓扑 空间 , f : X 一 了 是 函数 , x < X.， 如 果 
f(x) 的 每 个 邻 域 7 的 原 像 广 !(D) 是 x 的 邻 域 , 则 称 f 在 x 连续 . 

定义 2.1.4 和 定义 2.1.5 形式 上 与 数学 分 析 中 函数 连续 性 的 定义 不 同 , 原因 是 
拓扑 空间 中 没有 “距离 ”的 概念 , 当 讨论 “度量 空间 ”时 , 它们 与 通常 的 连续 性 是 等 
价 的 ( 见 后 面 的 定理 3.1.5). 

由 定义 2.1.5, 可 得 

定理 2.1.5 设 X 和 YY 是 两 个 拓扑 空间 , 让: X 一 了 是 函数 , zs X. 在 > 
连续 当 且 仅 当 对 f(x) 的 每 个 邻 域 D, 存在 x 的 邻 域 V 使 得 f(V) C U. 

函数 在 点 ze X 连续, 有 与 定理 2.1.4 类 似 的 结果 . 下 面 的 定理 给 出 了 函数 在 
空间 X 上 连续 与 在 点 ze X 连续 的 联系 . 

定理 2.1.6 设 X 和 YY 是 两 个 拓扑 空间 . 若 f :XX 一 Y 是 函数 , 则 了 连续 当 

证 明 ”必要 性 . 设 f 连续 , z e X. 如 果 U 是 f(x) 的 邻 域 , 则 存在 开 集 V 使 得 
f(z) eV CU. 于 是 了 -1(V) 是 X 中 的 开 集 且 ze 广 !(P) c 广 !(O). 因而 广 !(D) 
是 x 的 邻 域 . f 在 x 连续 . 

充分 性 . 设 对 每 一 点 ze X, f 在 x 连续 . 如 果 U 是 了 中 的 开 集 , 则 对 每 个 点 
z€ f-1(U), 由 于 f(x) e U,U 是 f(z) 的 邻 域 , 因此 f-1(U) 是 z 的 邻 域 . 根据 定 
理 2.1.1, f-1(U) 是 X 中 的 开 集 . 故 f 连续 . 

定义 2.1.6 设 久 和 YY 都 是 拓扑 空间 . 如 果 函 数 f :XX 一 Y 是 双 射 且 上 和 它 
的 逆 函 数 广 ! :Y 一 X 都 连续 , 则 称 f 是 同 胚 映射 或 同 胚 . 这 时 , 称 空间 X 与 空 
间 Y 是 同 胚 的 . 

容易 验证 以 下 结论 . 

定理 2.1.7 若 X, Y 和 2 都 是 拓扑 空间 , 则 
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(1) 恒 等 映 射 ix :X 一 X 是 同 胚 ; 

(2) 如 果 f :XX 一 Y 是 同 胚 , 则 广 !: 工 一 X 也 是 同 胚 ; 

(3) 如 果 六 X 一 了 与 9: 了 一 2 都 是 同 胚 , 则 yej:X 一 2 也 是 同 胚 . 

由 此 可 知 , 若 X, Y 和 2 都 是 拓扑 空间 , 那么 四 X 与 X 同 胚 ; @ 如 果 X 与 
Y 同 胚 , 则 Y 与 XX 同 胚 ; @ 如 果 和 与 了 同 胚 且 了 与 2 同 胚 , 则 X 与 2 同 胚 . 
从 而 , 在 拓扑 空间 组 成 的 集 族 中 , 拓扑 空间 之 间 的 同 胚 关 系 是 等 价 关系 . 

设 儿 表示 拓扑 空间 的 某 种 性 质 . 如 果 拓 扑 空 间 X 具有 性 质 多, 则 与 X 同 胚 
的 任何 拓扑 空间 也 都 具有 性 质 儿 , 则 称 性 质 多 是 同 胚 不 变性 质 或 拓扑 不 交 量 , 儿 
也 称 为 拓扑 性 质 . 拓扑 不 变量 即 为 同 胚 的 拓扑 空间 所 共有 的 性 质 ， 由 同上 胚 的 定义 ， 
f :一 Y 是 同 胚 不 仪 给 出 和 YY 之 间 的 双 射 , 而 且 还 给 出 了 X 与 Y 的 开 集 族 
之 间 的 双 射 (见习 题 2.1.6)， 因 此 , 完全 依赖 于 开 集 或 与 开 集 概念 等 价 的 概念 的 性 
质 多, 自然 就 是 拓扑 性 质 . 

拓扑 学 的 中 心 任 务 是 研究 拓扑 不 变量 一般 拓 扑 学 的 基本 问题 之 一 是 寻求 并 
研究 自然 的 拓扑 不 变量 . 第 3 章 将 介绍 一 些 重 要 的 拓扑 不 变量 . 


习 题 2.1 


2.1.1 对 每 个 mnEZ+, 令 4={meEe2Z+:my>72}. 证 明 : 
T={An:neZi}U {go} 


是 正 整 数 集 Z， 上 的 拓扑 . 
2.1.2 设 X 是 一 个 集合 . 令 


T={oju{tVcX:X-U 是 可 数 集 }. 


验证 : 7 是 X 上 的 拓扑 . 它 称 为 X 的 可 数 补 拓扑 (X,7) 称 为 可 数 补 空间 . 

2.1.3 设 X={fabcl 令 

71 = {2, X, {a}, {a, 0}}, 72 = {2, X, {a}, {5, c}}. 

求 出 包含 着 ni 和 72 的 最 粗 的 拓扑 , 以 及 包含 于 nn 和 7 的 最 细 的 拓扑 . 

2.1.4 设 {74}aer 是 集合 X 上 的 一 族 拓扑 , 其 中 J 六 2 

(1) 证 明 : 门 za 是 X 上 包含 于 所 有 re 的 最 细 的 拓扑 ; 

a€J 
(2) U mm 是 X 上 的 拓扑 吗 ? 
CE 

2.1.5 证 明定 理 2.1.3. 

2.1.6 设 X,Y 都 是 拓扑 空间 , 函数 1 : X 一 Y 是 双 射 . 证 明 : 广 是 同 胚 当 且 仅 当 对 每 
个 VcCX,V 是 六 中 的 开 集 今 f(V) 是 Y 中 的 开 集 . 试问 : 若 拓 扑 空 间 (X,n) 与 拓扑 空间 
(X,7T2) 是 同 胚 的 , 是 否 有 4 = 72? 


TH 


2.2 基 .21 


2.2 其 


2.1 节 给 出 的 拓扑 空间 的 拓扑 是 用 开 集 刻画 的 , 更 多 的 时 候 只 需要 研究 它 的 部 
分 “ 开 集 ”, 而 这 部 分 “ 开 集 ” 同 样 可 以 确定 拓扑 空间 的 拓扑 . 这 就 是 本 节 要 讨论 的 
拓扑 的 基 , 它 对 空间 拓扑 的 描述 、 函 数 连 续 性 的 刻画 等 起 简化 的 作用 . 

定义 2.2.1 设 X 是 一 个 集合 , 是 XX 的 子 集 族 . 如 果 多 满足 以 下 条 件 : 

(B1) 对 每 个 ze X, 存在 Be 多 ,使 vB; 

(B2) 对 任意 B1, Bo。 € 多 , 若 ze BiN Bo, 则 存在 Bs e 多 ,使 x € Bs Cc BiNB,， 
那么 称 多 为 集合 X 上 的 某 拓扑 的 一 个 基 , 简称 多 是 集合 X 的 拓扑 基 或 基 . 

条 件 (B1) 等 价 于 X = U8. 如 果 集 族 多 中 任意 两 个 元 的 交集 仍 在 多 中 ， 
则 条 件 (B2) 成 立 . 

如 何 从 拓扑 基 生 成 拓扑 ? 定理 2.1.1 给 我 们 直接 的 启示 . 如 果 集 族 多 是 集合 
X 的 拓扑 基 , 令 


7T={VCcX: 对 任意 ze U, 存在 Be 多 ,使 te BcU),， (2.2.1) 


则 7 是 关上 的 拓扑 (下 面 验证 ), 称 为 由 多 生成 的 拓扑 , 多 称 为 拓扑 7 的 基 . 

验证 7 是 X 上 的 拓扑 , 即 7 满足 定义 2.1.1 的 条 件 (01) ~ (03). 

(01) 显然 , g e7. 由 (B1), 有 Xer. 

(02) 设 Di sr 如 果 x € UinU, 则 存在 Bi, Bo。e 多 ,使 ze BicU 且 
XE€ BoC U2. 由 于 we Bin Bo, 根据 (B2), 存在 Bse ,使 ze B3C BiNB, 从 
而 zz€ Bs3C UNU. 因此 , VIN U2 er. 

(03) 设 关 Cr. 如 果 ze U U0, 则 存在 Uen 使 ze U. 根据 7+ 的 定义 , 存 


VET7T1 


在 Be 多 使 ze BcU, 于 是 ze Bc WU. 从而， Uer. 


UET1 UET1 
注意 到 多 c 7, 即 多 的 每 个 元 素 是 拓扑 空间 (X,7) 中 的 开 集 , 所 以 有 时 也 称 
拓扑 空间 的 基 为 开 基 . 
例 2.2.1 若 X 是 一 个 集合 , 则 多 = {{x} :x eXX} 是 XX 上 离散 拓扑 的 基 . 
例 2.2.2 在 平面 R? 中 , 记 B(p,e) 为 以 点 pe R? 为 圆心 、s > 0 为 半径 的 圆 
形 域 ( 圆 的 内 部 ). 集 族 


B={B(p,e) :pe R’,e > 0} 


满足 定义 2.2.1 中 的 两 个 条 件 , 它 生 成 R? 的 拓扑 . 这 个 拓扑 称 为 R? 上 的 通常 拓扑 . 
下 面 的 引 理 给 出 了 由 基 生 成 拓扑 的 另 一 种 描述 方法 . 
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引 理 2.2.1 设 X 是 一 个 集合 . 若 急 是 X 的 拓扑 7 的 基 , 则 7 是 由 所 有 可 以 
表示 为 多 的 某 些 元 素 的 并 的 集合 组 成 的 族 , 即 + 二 U B:H ec 3) 
Beg’ 
证 明 因为 多 C7, 所 以 对 每 个 8 c 9B, 有 U BEer: 反之 ,任意 Ver， 
Begg’ 


由 基 多 生成 拓扑 7 的 定义 , 对 每 个 ze UV, 存在 B. < 多 使 ze€ B,C U. 于 是 


U= UB. 记 B={B:reU), 则 BW CBHEUVU= UB. 
rEU BEeH! 


引 理 2.2.1 表明 , X 中 的 每 个 开 集 都 可 以 表示 为 某 些 基 元 素 的 并 . 由 基 生 成 拓 
扑 已 经 给 出 了 两 种 不 同 的 描述 方法 . 反 过 来 , 也 可 以 由 拓扑 找 出 生成 它 的 基 . 

定理 2.2.1 设 (X,r) 是 拓扑 空间 . 若 多 c7, 则 多 是 7 的 基 当 且 仪 当 对 任 
意 的 Ue 及 xeU, 存 在 Be 多 使 zeEBcCU. 

证 明 只 要 证 明 充 分 性 . 首先 证 明 多 满足 定义 2.2.1 的 两 个 条 件 . 因为 Xe 7 
由 假设 , 对 每 个 ze X, 存在 Be 多 使 得 x e Bc X, 即 (B1) 成 立 . 设 Bi, Bo < 
多 , ze BiNn Bo. 因为 Bi, Bo er 所 以 BinB er 由 假设 , 存在 Bs e 多 使 得 
ZX € BC BiN Bo. 因而 , (B2) 成 立 . 

再 证 明 多 生成 的 拓扑 是 +. 设 ~ 是 由 基 多 生成 的 拓扑 . 由 于 胞 Cr 且 r 是 
X 的 拓扑 , 根据 引 理 2.2.1 和 定义 2.1.1 的 (03), 有 7 C7. 另 一 方面 , 设 Uen7,， 
由 假设 , 如 果 ze U, 则 存在 B < 多 , 使 得 zs BC U. 由 式 (2.2.1), Ve 7. 因而 
7 CT. 这 就 表明 7 = 7. 

由 此 , UV 是 拓扑 空间 X 的 开 集 当 且 仅 当 对 任意 的 z e U, 存在 Be 多 使 得 
TEBCU. 

利用 拓扑 基 , 可 以 判定 一 个 集合 是 否 为 开 集 , 自然 地 也 可 以 判定 拓扑 的 粗细 . 

定理 2.2.2 设 多 和 /分别 是 集合 XX 的 拓扑 + 和 7 的 基 . 下 列 条 件 等 价 : 

(1)7 细 于 7, 即 7 C 7'; 

(2) 如 果 Be 多 且 xeB, 则 存在 B'e 8 使 得 zeBcC 万. 

证 明 (全 (2). 设 7 细 于 7. 如 果 ze Be 多 , 则 Be7, 于 是 Ber. 由 于 
有 生成 拓扑 7', 存在 Be 到 使 得 YE B'CB. 

(2) 坟 (1). 设 条 件 (2) 成 立 . 对 每 个 Ue7, 取 xeU. 由 于 多 生成 拓扑 7, 存 
在 Be 名 使 得 x €e BcU， 由 条 件 (2), 存在 B'e 8B' 使 得 x € B' Cc B, 于 是 
ZEB CU. 又 由 于 多 生成 拓扑 7, 所 以 UerT, 即 zcCT. 

由 此 , 若 多 cB, 则 TCT. 

由 定理 2.2.2 可 获得 由 不 同 基 生成 同一 拓扑 的 等 价 条 件 . 

下 列 例子 进一步 说 明 用 基 来 描述 拓扑 的 便利 . 

例 2.2.3 若 有 8 是 平面 R? 中 的 所 有 适 形 域 (矩形 的 内 部 ) 的 族 , 其 中 每 个 算 
形 的 边 都 平行 于 坐标 轴 , 则 多 是 R? 中 拓扑 的 基 . 由 定理 2.2.2, 由 这 基 生 成 的 拓扑 
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就 是 R? 上 的 通常 拓扑 ( 见 例 2.2.2), 见 图 2.2.1. 


图 2.2.1 


例 2.2.4 实数 集 了 上 的 三 个 拓扑 . 

(1) 若 多 = {(a,0) :a,beR}, 其 中 (a,b)= {zeR 民 :a<x< 仆 , 则 多 满足 定 
义 2.2.1. 由 多 生成 的 拓扑 称 为 了 上 的 通常 拓扑 , 记 为 7. 拓扑 空间 (R, 7) 常 简 记 
为 实 空间 及. 

(2) 若 殉 ={lwn):awpeR} 其 中 [a,0)= {zeR:a<<zx< 趾 , 则 名 满足 定 
义 2.2.1. 由 多 1 生成 的 拓扑 称 为 及 上 的 下 限 拓扑 或 右 半 开 区 间 拓 扑 , 记 为 4. 拓扑 
空间 (RR, n) 称 为 下 限 拓扑 空间 , 常 简 记 为 及;. Ri 也 称 为 Sorgenfrey 直线 . 

(3) 若 8p = 多 Uf{(a,0) 一 :a,beER), 其 中 天 = 人/n:neZ), 则 8 满足 
定义 2.2.1. 由 多 生成 的 拓扑 称 为 民 上 的 KK 拓扑 或 Smirnov 删除 序列 拓扑 , 记 为 
TK. 拓扑 空间 (RR, Tk) 称 为 Smirnov 删除 序列 空间 , 常 简 记 为 Rk. 

实数 集 上 的 下 限 拓扑 7 与 拓扑 rk 都 严格 细 于 通常 拓扑 7, 而 下 限 拓扑 
与 拓扑 rk 不 可 比较 (见习 题 2.2.2). 

(a) 下 限 拓扑 7 严格 细 于 通常 拓扑 +. 如 果 (a,b)e 多 且 x € (a,b), 则 [zx,5) Ee 
多 1 且 x € [x,b) C (a,b). 由 定理 2.2.2, ni 细 于 7. 男 一 方面 , 对 ae la,b)e 多, 不 
存在 多 的 元 素 (x,y), 使 ce (x,y) C [a,5). 因此 , ni 严格 细 于 工 . 

(b) K 拓扑 rz 严格 细 于 通常 拓扑 +. 因为 多 CcC 多, 由 定理 2.2.2, rg 细 于 7. 
另 一 方面 , 取 U=(-1,1) 一 K, 则 0€eUe ,不 存在 Be 名 使 0e BcU. 因此 
TK 严格 细 于 7. 

(o) 车 函数 1: Ri 一 民 定义 为 f(z) = mm ze RR, 则 /是 连续 的 双 射 , 但 广 : 
不 是 连续 的 . 因为 [0,1) 是 RR, 中 的 开 集 , 而 不 是 及 中 的 开 集 . 

下 面 介 绍 序 拓扑 . 设 (X，<) 是 全 序 集 . 对 a,b5eE 对 且 a<b, 记 
(a,b)={zEX:a<zr<b), 
la,b|= {zeEX:a<z< ob), 
[la,0)={reX:a<zr<ob}, 


Q， 
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(al=={ZEX:Ia<Z 所 外， 

它们 都 称 为 由 a 和 "确定 的 区 间 , 其 中 (a,5) 称 为 X 的 开 区 间 , [a,0] 称 为 X 的 闭 
区 间 , [ca,D) 或 (a, 中] 称 为 X 的 半 开 区 间 或 半 闭 区 间 . 记 

X 的 开 射 线 为 (00,a)=={reX:r<a}, (a,+0%0)= {reX:a<z)}; 

X 的 闭 射 线 为 (-o00,a|={reX:r<a), [la,+00)= {zeX:a<z}. 
如 果 X 有 最 小 元 ao, 则 (一 00,a) = [ao,a); 如 果 X 有 最 大 元 bo, 则 (a, +co) = (a, bo]. 
对 通常 序 关 系 的 实数 集 民 , 有 时 射线 仍 称 为 (无 限 ) 区 间 . 

例 2.2.5 序 拓扑 空间 ， 

设 X 是 全 序 集 且 至 少 含有 两 个 元 素 , X 的 下 述 类 型 的 子 集 组 成 的 集 族 记 为 8: 

(1) 了 X 的 所 有 开 区 间 (a,b); 

(2) 如 果 和 有 最 小 元 ao, 所 有 形 如 [ao,5) 的 区 间 ; 

(3) 如 果 和 有 最 大 元 bo, 所 有 形 如 (a,bo] 的 区 间 . 

容易 验证 , 2 是 XX 的 某 个 拓扑 的 基 . 由 多 生成 的 X 上 的 拓扑 称 为 X 的 序 括 
扑 . 全 序 集 ( 良 序 集 ) 赋予 序 拓扑 称 为 序 拓扑 空间 ( 良 序 空间 ). 

在 例 2.2.4 的 (1) 中 , 给 出 R 的 通常 拓扑 , 恰好 就 是 由 RR 中 的 通常 序 关 系 给 出 
的 序 拓扑 . 

例 2.2.6 集 了 2 = RR xR 在 字典 序 < 下 是 全 序 集 . 设 z = (z1,x2), yy = 
(vi,y2) < R?, 则 


ZT<Yy 合 Xi < 或 v1 =, x2 < 


( 民 ?，<) 既 无 最 大 元 , 也 无 最 小 元 . 于 是 R? 上 的 序 拓扑 有 由 形 如 (z,y) 的 所 有 开 区 
间 的 族 组 成 的 基 , 见 图 2.2.2. 易 验 证 , 集 族 


{(x,9) :x= (41,01), Yy = (01,b2) € R?, bi < b2} 


也 是 R? 上 序 拓扑 的 基 . 


(a,b) 


(c,d) 


图 2.2.2 


如 果 集 合 X 的 子 集 族 .28 的 并 等 于 X, 让 多 是 .8 中 任意 有 限 个 元 素 的 交集 
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构成 的 集 族 , 即 
2-1 NN 5 罗 是 泛 的 有 限 了 族 ] 


SE.Y0 
则 多 是 X 的 某 个 拓扑 的 基 . 事实 上 ,因为 Yc%B8, 且 X= U 59 所 以 X= UU BB, 
GE.7 Be 
于 是 定义 2.2.1 中 的 (B1) 成 立 . 设 Bi, Be 多 , 记 


Bi= [|S Ba = {| S52, 其 中 S51;, S52; EI,1<ignl<j<m. 
i=1 j=1 


那么 


DPI1mn DB， = @ sj NN 加 = E .9， 
j=1 
所 以 (B2) 成 立 . 
定义 2.2.2 设 X 是 一 个 集合 , .y 是 X 的 子 集 族 . 如 果 X = LU 5, 则 称 集 
SEF 


族 .为 的 某 个 拓扑 的 子 基 ; 令 


2-1 门 8S:: 宛 是 祁 的 有 有 限 了 这 
SEHo 
由 基 多 生成 的 X 的 拓扑 称 为 由 子 基 .8 生成 的 拓扑 . 

上 述 定义 表明 , 通过 取 .7 的 元 素 的 有 限 交 的 集 族 多 得 到 X 的 某 个 拓扑 基 ， 
再 由 多 生成 上 的 拓扑 +. 因而 , FC 多 crT. 

易 验 证 , 实数 集 RR 的 子 集 族 


FF ={(—0%0,0) :bE R}U{(a,+%):a€R} 


是 玉 上 通常 拓扑 的 子 基 . 因为 R 的 每 个 开 区 间 (a,b) = (00, 四 Nn(a,++00), 所 以 
生成 及 上 的 通常 拓扑 . 

利用 基 和 子 基 给 函数 连续 以 较 简单 的 刻画 . 

定理 2.2.3 设 和 了 都 是 拓扑 空间 , 函数 上: X 一 Y. 下 列 条 件 等 价 : 

(1) f 连续 ; 

(2) Y 有 子 基 .7, 使 得 对 每 个 S < .8, f-1(S) 是 X 中 的 开 集 ; 

(3) Y 有 基 多 , 使 得 对 每 个 Be 多 , f-1(B) 是 X 中 的 开 集 . 

证 明 (1) 全 (2). 设 f 连续 . 因为 了 的 拓扑 自身 是 了 的 子 基 , 所 以 (2) 成 立 . 

(2) 过 (3). 设 是 Y 的 拓扑 的 子 基 , 满足 (2). 令 


2-1 Nn 5 所 是 的 有 限 了 该 上 


SE.Y0 
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则 多 是 Y 的 拓扑 基 . 对 每 个 刀 < 多 , 存在 .9 的 有 限 子 族 .%, 使 B= 门 5， 


SE.Y0 


而 广 !(B)= 门 广 !53) 是 X 中 有 限 个 开 集 的 交 , 所 以 广 !(B) 是 X 中 的 开 集 . 
SE.Y0 


(3) 全 (1). 设 多 是 Y 的 拓扑 的 基 , 满足 (3). 对 了 中 的 每 个 开 集 UV, 由 引 理 
2.2.1, 存在 BC 多 使 得 UV= U B. 因而 广 !D) = U f-1(B) 是 X 中 一 族 
DBPE2230 


Beg%o 

开 集 的 并 , 所 以 f-1(U) 是 X 中 的 开 集 . 这 就 证 明了 f 的 连续 性 . 

与 基 的 概念 类 似 , 给 出 邻 域 基 的 概念 . 

定义 2.2.3 设 X 是 拓扑 空间 , x € X, 记 和 是 z 的 邻 域 系 . 如 果 YC 私 
满足 : 对 每 个 Ue 和 ,存在 Ye %, 使 得 VcU, 则 称 %% 是 xz 的 邻 域 基 ; 当 % 的 
元 素 都 是 X 的 开 集 时 , % 称 为 x 的 开 邻 域 基 或 局 部 基 . 

若 X 是 离散 拓扑 空间 , 则 对 每 个 ze X, %% = {{zx}} 是 x 的 局 部 基 . 

与 定理 2.1.2 相 类 似 , 拓扑 空间 X 的 邻 域 基 %% (Yze X) 有 下 列 性 质 : 

(NB1) % # &; 

(NB2) 如 果 Ve%, 则 zeV; 

(NB3) 如 果 U,V e %, 则 存在 W es %%, 使 得 W Cc UNV; 

(NB4) 如 果 TV e 和 妈 , 则 存在 集 V, 使 得 x e V Cc U 且 对 每 个 y e V, 存在 
We% 有 WcevV. 

应 用 邻 域 基 可 代替 定理 2.1.3 中 的 邻 域 系 生成 集合 上 的 拓扑 , 即 

设 X 是 一 个 集合 . 如 果 对 每 个 ze X 都 对 应 X 的 子 集 族 ,满足 条 件 (NB1)~ 
(NB4), 则 集 族 


WU, 一 {UCX: 存在 Ve 使 VcU} 
满足 定理 2.1.2 的 条 件 (N1) ~ (N5). 由 定理 2.1.3, Us (VY zx e XX) 生成 和 上 的 拓扑 . 
这 拓扑 以 2 为 x 的 邻 域 系 、 以 为 z 的 邻 域 基 . 
对 每 一 xe 及 ， 令 


%={(r—e,r+e):e > 0}, 


则 %% 满足 条 件 (NB1) ~ (NB4), 所 以 妈 (Vv zeX) 生成 及 上 的 通常 拓扑 . 
例 2.2.7 Niemytzki 半 平 面 . 
设 工 = {(z,y) :yy 之 0} 是 R? 的 上 半 平 面 . 记 


Li={(z,y) EL:y=0}, L2={(7x,y) EL:y>0}. 
对 每 一 pe 工 , 置 


Y= {B(p,e) NL:e>0}, D E 了 2， 
” {Bp,e)U{p}:e >0}, peL, 


2” 基 .27 . 


这 里 当 p = (x,0) e i 时 ,2 = (zx,e), 所 以 B(p',e) 是 Lo 中 与 Li 相 切 于 点 p 的 开 
圆 域 , 见 图 2.2.3. 为 满足 条 件 (NB1) ~ (NB4), 由 为 (Yp e 万 生成 5 上 的 拓扑 称 
为 Niemytzki 切 圆 盘 拓 扑 , 具有 这 种 拓扑 的 拓扑 空间 称 为 Niemytzki 半 平 面 . 


y 


图 2.2.3 


利用 邻 域 基 来 刻画 函数 在 一 点 的 连续 性 是 很 自然 的 . 
定理 2.2.4 设 X 和 YY 都 是 拓扑 空间 , 函数 f: 针 一 Y. 若 zeX, 则 了 在 点 
2 连续 当 且 仅 当 f(x) 有 邻 域 基 %(,,, 使 得 对 任意 Ve Wj), f-:(V) 是 x 的 邻 域 . 
证 明 设 了 在 zx 连续, 因为 f(z) 的 邻 域 系 自身 就 是 f(z) 的 邻 域 基 , 所 以 结论 
成 立 . 反之 , 设 W(s) 是 f(z) 的 邻 域 基 , 满足 假设 条 件 . 对 f(x) 的 每 个 邻 域 U0, 存 
在 Ve Wz) 使 得 Vc D 因而 f71(V) Cc 广 !(D). 由 假设 , 广 !(Y) 是 zz 的 邻 域 ， 
所 以 广 !(D) 也 是 x 的 邻 域 . 这 表明 f 在 点 z 连续 . 


习 题 2.2 


2.2.1 证 明 实 数 集 及 有 拓扑 7 以 集 族 {(a, +eo) : a € RR} 为 基 , 并 将 + 明确 地 表示 出 
来 . 实数 集 RR 的 这 个 拓扑 7 通常 称 为 右手 拓扑 . 
2.2.2 证 明 : 及 上 的 下 限 拓扑 到 与 到 拓扑 rz 不 可 比较 . 
2.2.3 ”证明 集 族 {la,+co) : aeR}U{(-oo, 可 :5e 民 } 是 实数 集 玉 的 某 个 拓扑 的 子 基 ， 
并 说 明 这 个 拓扑 的 特点 . 
2.2.4 全 序 集 X 的 开 射 线 的 全 体 
FF ={(-00,b) :bE X}Uf{(a,+00):a€ xX} 


是 X 上 序 拓扑 的 子 基 . 
2.2.5 设 {Ta}aey 是 集合 X 上 的 一 族 拓扑 , 其 中 /闪避 证明: 
(1) 集 族 U ra 是 X 的 某 个 拓扑 7 的 子 基 ; 
a€J 
(2) 7 是 X 上 包含 所 有 re 的 最 粗 的 拓扑 . 
2.2.6 集 久 = {0,1} x2Z+ 赋予 字典 序 的 序 拓扑 . 给 出 X 中 每 一 点 的 一 个 邻 域 基 . 
2.2.7 证 明 : 拓扑 空间 X 的 每 一 点 x 的 邻 域 基 (Vv ze X) 具有 性 质 (NB1) ~ (NB4). 
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2.3” 闭 包 、 内 部 与 边界 


开 集 是 拓扑 空间 的 子 集中 最 重要 的 角色 . 拓扑 空间 中 还 有 不 少 特殊 的 子 集 也 起 
着 本 质 的 作用 . 

定义 2.3.1 设 X 是 拓扑 空间 , A Cc X. 如 果 X-4 是 X 的 开 集 , 则 称 4 是 
X 的 闭 集 . 

对 任意 空间 X, g 和 X 都 是 既 开 且 闭 的 集合 . 离散 空间 ( 见 例 2.1.1) 中 的 每 
个 子 集 是 既 开 且 闭 的 集合 . 有 限 补 空 间 ( 见 例 2.1.3) 中 的 每 个 有 限 集 是 闭 集 . 实 空 
间 及 ( 见 例 2.2.4 (1)) 中 的 闭 区 间 [a,0], 整数 集 Z 都 是 闭 集 . 

由 定义 2.3.1, UC X 是 开 集 当 且 仅 当 XX- UV 是 闭 集 ， 由 定义 2.1.1 及 de 
Morgan 公式 可 得 闭 集 的 性 质 , 并 获得 生成 拓扑 的 闭 集 条 件 . 

定理 2.3.1 若 多 是 拓扑 空间 X 的 所 有 闭 集 构成 的 集 族 , 则 

(F1) 8, X € 多; 

(F2) 如 果 态 , Be 多, 则 外 UFe 多 ; 


(F3) 如 果 cZF 且 #9@, 则 门 PeZ. 
FeFo 


反之 , 若 集合 X 的 子 集 族 多 满足 条 件 (F1) ~ (F3), 置 
T={UCX:X—-UEe ZF)}, 


则 是 X 上 的 拓扑 , 且 多 是 拓扑 空间 (X,7) 中 的 全 体 闭 集 族 . 

拓扑 空间 的 子 集 不 都 是 闭 集 , 我 们 对 于 由 一 个 集 产生 包含 它 的 最 小 闭 集 比 较 感 
趣 . 

定义 2.3.2 设 X 是 拓扑 空间 , 4 C X. 包含 着 4 的 所 有 闭 集 的 交 称 为 4 的 
闭 包 , 记 作 A, 4- 或 cl4, 即 


米 


有 =N{F:F 是 X 的 闭 集 且 Ac 有 


由 定义 及 (F3), 对 4, B, U CX, 
(1) A 是 包含 着 4 的 最 小 闭 集 ; 

( 2) ACcCB=>ACcB; 

(3) 4 是 闭 集 命 4 = 4 

(4)U 是 开 集 传人 0= 久 -UV. 

闭 包 的 本 质 性 质 由 下 述 定理 揭示 . 

定理 2.3.2 设 X 是 拓扑 空间 . 若 4, Bc X, 则 
(C1) SZ = 9%; 
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(C2) 4C 4 
(C3) AUB=AUB; 
(C4) 4 = 4. 


证 明 (C1) 与 (C2) 可 由 定义 2.3.2 直接 推出 . 由 艺 是 闭 集 知 (C4) 成 立 . 

因为 cAUB, 及 玉 c AUB, 所 以 AUBcAUB. 另 一 方面 , 由 于 AUB 
是 包含 4U 的 闭 集 , 于 是 A4UB cAUB. (C3) 得 证 . 

条 件 (C1) ~ (C4) 称 为 Kuratowski 闭 包 公理 或 闭 包 公理 . 

定理 2.3.3 设 X 是 拓扑 空间 . 若 4c X, ze X, 则 ze A 当 且 仅 当 zx 的 每 
个 邻 域 『 都 与 4 相交 . 

证 明 设 点 z 的 邻 域 U 与 4 不 交 , 不 妨 设 U 是 开 集 , 从 而 XU 是 包含 4 
的 闭 集 , 故 有 X -U2 A 从 而 z 4 A. 相反 地 , 如 z# 友 则 X 一 研 是 点 x 的 邻 域 
与 4 不 交 . 

推论 2.3.1 设 4 与 U 是 拓扑 空间 XX 中 不 相交 的 子 集 . 如 果 U 是 X 的 开 集 ， 
则 ANU=&g. 

证 明 车 存 在 xe ANU, 则 上 U 是 点 xz 的 邻 域 , 由 定理 2.3.3，U 与 4 相交 , 矛 


盾 . 


定义 2.3.3 设 X 是 拓扑 空间 , 4 < XX, ze X. 如 果 对 z 的 任意 邻 域 0, 都 有 
Zn(4-{zh 夫 避 则 称 z 为 4 的 聚 点 . 

4 的 所 有 聚 点 的 集合 称 为 4 的 导 集 , 记 为 44. 4 - 44 中 的 点 称 为 4 的 孤 
立 点 . 

由 定理 2.3.3, ze 44 人 ze A- 1{z}. 
设 民 为 实 空间 . 如 果 4= (0, 开 ={lm:me2Z 则 44=[0H,K2 ={0}， 
Z4=%, HQ = 了 

例 2.3.1 在 良 序 空间 [0,wi] 中 , wi 是 [0,wi) 的 聚 点 , [0,wi) = [0,wl]. 

对 wi 在 [0,wi] 中 的 任意 邻 域 U, 由 例 2.2.5, 存在 a < wi 使 得 wi e (a,wi] C 
由 于 a 的 紧 接 后 元 af e (awlln (0 所 以 UN (0,wi) 关 多 . 因此 , wi 是 [0,wi) 
的 聚 点 , wi €& [0;w1). 从 而 , [0,wi) = [0, wl. 

定理 2.3.4 设 X 是 拓扑 空间 . 若 4CX, 则 二 = 4U44. 

证 明 显然 , 4 C A. 设 xe€ A4, 由 定义 2.3.3,ze4=-{zcad 因 而 4u44c< 
A. 另 一 方面 , 设 z4 AUA%, 则 4A4=A-{x} 且 zg 4-{z}j=4, 所 以 Ac AuUAd4. 
故 A4A= AU Ad. 

推论 2.3.2 设 X 是 拓扑 空间 . 若 4 cX, 则 4 是 闭 集 当 且 仅 当 Ah4c 4. 

利用 闭 集 和 闭 包 , 同样 可 以 刻画 函数 的 连续 性 . 

定理 2.3.5 设 X 和 TY 都 是 拓扑 空间 , 函数 f : 匀 一 Y. 下 列 条 件 等 价 : 

(1) f 连续 ; 
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(2) 对 X 中 每 个 子 集 4, f(4) C f(4); 

(3) 中 每 个 闭 集 已 的 原 像 广 !(E 是 X 中 的 闭 集 . 

证 明 (1) 全 (2). 设 f 连续 , 4 C X. 往 证 若 ze 4, 则 f(x)e f(4). 设 U 是 
f(x) 的 任意 邻 域 , 由 定理 2.1.6 和 定义 2.1.5, f-1(U) 是 x 的 邻 域 . 根据 定理 2.3.3， 
f-1(U)NnA 关 gg. 由 习题 1.1.2 的 (1), UN f(A4) 关 gg. 于 是 , f(x) e f(A). 

(2) 全 (3). 设 是 Y 的 闭 集 , 4 = f-!(F). 往 证 4 是 闭 集 , 即 证 二 c 4. 易 知 ， 
f(A) = f(f-1(F)) C 由 (2), jc f(A) Cc FH. 因而 , AC 广 ICO = 4. 

(3) 全 (1). 设 UU 是 Y 中 的 开 集 , 则 B=Y-U 是 Y 中 的 闭 集 . 由 于 f-1(B)= 
f1(Y 一 0)=f1(Y) 一 了 1(0)= 关 一 1(0), 根据 假设 , 广 !(B) 是 XX 中 的 闭 集 ， 
所 以 f-1(U) 是 六 中 的 开 集 . 故 f 连续 . 

以 上 讨论 的 闭 包 是 与 闭 集 紧密 相关 的 , 下 面 将 讨论 与 开 集 相关 的 集合 的 内 部 概 
念 , 即 由 一 个 集 产 生 它 所 包含 的 最 大 开 集 . 

定义 2.3.4 设 X 是 拓扑 空间 , 4 c X. 包含 在 4 中 的 所 有 开 集 的 并 称 为 A 
的 内 部 , 记 作 4°, 4 或 int4, 即 


A 二 U{U :UV 是 XX 的 开 集 且 Uc A}. 


由 定义 及 (03), 对 4, B, F CX， 
(1) 4° 是 含 在 4 中 的 最 大 开 集 ; 
(2) ACB= A° cB’°,; 
(3) 4 是 开 集 心 A= 4°; 

(4) FF 是 闭 集 伟 XX- 下 = (X-)?. 

下 面 的 定理 给 出 了 内 部 与 闭 包 之 间 的 关系 . 

定理 2.3.6 设 X 是 拓扑 空间 . 关 4C X, 则 

(1) A* =X—-X-A; 

(2) A=X—(X—A). 

证 明 由 于 X-4CX-4 从 而 X-X-4CX-(X-4 = 4 因为 
对 一 对 一 A 是 开 集 , 所 以 对 一 对 一 A C 4?. 另 一 方面 , 由 于 X-4CX-4e 且 
一 4° 是 闭 集 , 所 以 X-4CcCX-4?, 从 而 4CX-X- 4 (1) 得 证 . 

由 (1), (XA)*= 针 -一 (X-A)=X-4, 所 以 A4=X-(X-A). 

例 2.3.2 实 空间 RR 中 的 无 理 数 集 不 是 及 中 可 数 个 闭 子 集 的 并 集 . 

由 于 有 理 数 集 是 可 数 集 , 若 尺 中 的 无 理 数 集 可 表示 为 R 中 可 数 个 闭 子 集 的 并 ， 
则 RR 是 可 数 个 闭 集 { 有 到 :me Z4} 之 并 , 其 中 每 一 到 或 者 是 有 理 数 的 子 集 , 或 者 
是 无 理 数 的 子 集 . 这 时 Fe = gg, 由 定理 2.3.6, 及 一 玉 , = RR, 再 由 推论 2.3.1 及 定义 
2.3.1, 对 及 的 非 空 开 集 UV, Un (R 一 ,) 是 RR 的 非 空 开 集 . 


2.3 闭 包 、 内 部 与 边界 x 


记 开 区 间 (0,1) = Vi. 由 于 VN (R-- 夏 ) 是 非 空 开 集 , 存在 开 区 间 VW 使 得 闭 
区 间 VC ViN(R 一 也 ) 且 开 区 间 公 的 长 度 不 超过 1/2. 继续 这 种 方法 , 可 得 到 开 
区 间 列 {Vi,}wez， 满足 : 


Vari C WN (RR 一 五 ,))， WW 的 长 度 不 超过 1/n, ne Zi. 
从 而 {Vwjwez， 是 及 中 的 退缩 闭 区间 套 , 存在 点 ze 门 Tc 门 (R-)= 2 


nNEZ+ NEZ+ 
矛盾 . 所 以 无 理 数 集 不 是 及 中 可 数 个 闭 子 集 的 并 集 . 
拓扑 空间 中 与 闭 包 及 内 部 相 联 系 的 概念 是 边缘 . 
定义 2.3.5 设 X 是 拓扑 空间 , 4 c X. 集合 ZN 对 一 A 称 为 集合 4 的 边缘 ， 
记 作 94. 点 ze 94 称 为 集合 4 的 边缘 点 . 
由 此 , 64 = 8(X - 4) 是 闭 集 . 由 定理 2.3.3, 点 ze 04 当 且 仅 当 对 x 的 任意 


下 面 是 有 关 边 缘 的 一 些 性 质 , 更 多 的 性 质 在 习题 2.3 中 . 

定理 2.3.7 设 X 是 拓扑 空间 . 者 4, B C X, 则 

(1) 4= 了 4- A°; 

(2) 4 = A 94; 

(3) a(4UB)Ca4uU8B. 

证 明 (1) 由 定义 2.3.5 及 定理 2.3.6,04= ANX 一 A= AN(X-A°)= A-A°. 


2.3.1 证 明定 理 2.3.1. 

2.3.2 ( 导 集 的 性 质 ) 设 X 是 拓扑 空间 . 车 A4，B CX, 证 明 : 

(1 ) ACcB= ACB'; 

(2) (A UB)* = 44U B'; 

(3) (A C 4U 44. 

2.3.3 设 X 和 YY 都 是 拓扑 空间 , 函数 f :XX 一 Y. 证 明 下 列 条 件 等 价 : 
(1) f 连续 ; 
(2) 对 Y 中 每 个 子 集 B,，f-1(B) 2 f-1(B); 


洲 


. 32 . 2 章 拓扑 空间 


(3) 对 了 中 每 个 子 集 B,， /71(B°) Cc (三 !(B))?. 

2.3.4 (内 部 的 性 质 ) 设 X 是 拓扑 空间 . 若 4，B C X, 证 明 : 

(1) (4nB)" = 4?nB?; 

(2) (A°)”° = 4°. 

2.3.5 设 X 是 拓扑 空间 , A C X, zeX. 如 果 4 是 点 x 的 邻 域 , 则 称 x 是 4 的 内 点 . 
证 明 : 4? = {zeX:z 是 4 的 内 点 }. 

2.3.6 设 X 是 拓扑 空间 , A C X. 能 否定 义 A 所 包含 的 最 大 闭 集 ? 包含 4 的 最 小 开 集 ? 

2.3.7 (边缘 的 性 质 ) 设 X 是 拓扑 空间 . 若 4，B CX, 证 明 : 

(1) A= AU94; 

(2) 4 是 开 集 , 当 且 仅 当 64 = 4 一 4, 当 且 仅 当 An 604= Ci 

(3) 4 是 闭 集 , 当 且 仅 当 94 = 4 一 4°, 当 且 仅 当 94 C 4; 

(4) 4 是 既 开 且 闭 的 集合 当 且 仅 当 94 = %; 

(5) 0(ANB)C OAUOB. 

2.3.8 设 {Aa}aey 是 拓扑 空间 X 的 子 集 族 , 其 中 J 取 g. 判断 下 面 哪些 等 号 成 立 ， 如 
果 不 成 立 , 判断 哪 一 种 包含 关系 (2 或 C) 成 立 . 


(1 NN Aa 一 NN Aa:; 
CEJ CE 

(2) U 4 = U 4 
CE 了 a€J 


(3) 4 — Ags = Aa— Ag, a, BEJ. 

2.3.9 求 集合 4 的 导 集 和 边缘 : 

(1) 设 4 是 有 限 补 空间 X 中 的 无 限 子 集 ; 

(2) 设 4 是 可 数 补 空间 (见习 题 2.1.2) X 中 的 不 可 数 子 集 ; 
(3) 设 4 是 实 空间 及 中 的 无 理 数 集 . 


2.4 子 空 间 


在 数学 分 析 中 , 常 讨论 区 间 上 连续 函数 的 性 质 , 这 涉及 区 间 的 拓扑 . 实 直线 上 
的 拓扑 与 区 间 上 的 拓扑 的 关系 是 本 节 要 介绍 的 相对 拓扑 或 子 空间 拓扑 . 这 是 由 已 知 
拓扑 空间 产生 新 拓扑 空间 的 一 种 直接 、 简 单 的 方法 . 

设 Y 是 拓扑 空间 (X,7) 的 子 集 . 置 zjy = {YNU :Ver7)}), 则 它 是 集 Y 上 的 
拓扑 . 

事实 上 , 因为 和 =Yng,=YnX, 所 以 Cg, yeryr. 其 次 ,如 果 4, Berlr， 
则 存在 41，P1 E TT 使 A=YN A4i, B=YNB, 因而 ANMNB= YN(A1N Bi) € T|Y. 
最 后 , 如 果 m C rlr, 不 妨 设 70 关 2, 则 对 每 个 Ae no, 存 在 4Ae7r 使 A=YNA. 
于 是 U 4= U (YNA)=YN ( U 4 E 7T|. 


AETo 4E7o 4E7o 
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若 YCX 且 GY 是 X 的 子 集 族 , 则 多 ly = {UNY :Ue 人 } 称 为 集 族 儿 在 
上 的 限制 . 

定义 2.4.1 设 Y 是 拓扑 空间 (X,7) 的 子 集 , 集 族 rly = {YNU :TU erl 称 为 
Y 上 (关于 7) 的 相对 拓扑 或 子 空间 拓扑 , 拓扑 空间 (Y,7T|y) 称 为 拓扑 空间 (X,7) 
的 子 空间 . 

对 拓扑 空间 X 的 子 集 Y, 除非 特殊 说 明 , 当 谈 到 拓扑 空间 Y 时 , 总 指 Y 有 子 
空间 拓扑 . 定义 2.4.1 表明 , 子 空间 Y 中 的 子 集 4 是 子 空间 的 开 集 当 且 仅 当 4 是 
X 中 的 开 集 与 了 的 交 . 对 UV C Y, 当 说 到 U 是 “ 开 集 ”时 , 一 般 要 明确 指出 它 是 
X 的 开 集 还 是 Y 的 开 集 . 

对 4 CYcCX, 约定 : A, 4。 与 cly4，inty4 分 别 表示 4 在 X 与 了 中 的 闭 
包 、 内 部 . 

定理 2.4.1 设 多 是 拓扑 空间 XX 的 基 . 若 了 C X, 则 集 族 Bly = {BNY : 
Be 多 } 是 Y 的 子 空间 拓扑 的 基 . 

证 明 设 7+ 是 XX 的 拓扑 . 由 多 CT, 多 ly C7T|y. 设 任意 Ver 及 yeD 
则 存在 ie 7, 使 得 UV =YnU, 于 是 ye Ui. 根据 定理 2.2.1, 存在 Be 多 使 得 
y EBCU. 因而 , BNY eBly 有 ye BNY CUNY=U. 再 由 定理 2.2.1, BB|y 
是 Y 的 基 . 

定理 2.4.2 设 Y 是 拓扑 空间 X 的 子 空间 . 车 CY, 则 

(1) F 是 Y 的 闭 集 当 且 仅 当 存在 X 中 的 闭 集 让 使 得 已 = FinnY; 

(2) clyF =Y NT. 

证 明 (1) 设 7 是 X 的 拓扑 . 如 果 请 是 Y 中 的 闭 集 , 则 YY 一 Fe ry. 
而 存在 mi er 使 得 了 -已 =Yn 太 令 丰 =X-D 则 天 是 X 的 闭 集 , 且 
FNY=YN(Y -UV)=r 

反 过 来 , 设 X 中 的 闭 集 玉 使 得 FF=YNR, 那么 Y-Ff=Y-(YNRF)= 
YN(XX 一 三). 因为 XX 一 开 €E7, 所 以 Y-Ferly, 从 而 fF 是 Y 中 的 闭 子 集 . 

(2) 因为 二 是 XX 中 的 闭 集 , 所 以 FNY 是 Y 中 含 厂 的 闭 集 ,于 是 clyF Cc FNY. 
另 一 方面 , 由 于 clyF 是 Y 的 闭 集 , 存在 X 中 的 闭 集 记 使 ay 已 = FNY, 于 是 
请 CclyF Ch 从 而 五 ChAh, 因 此 FNYCHNY=clyF. 故 cyF= FNY. 

定理 2.4.3 设 Y 是 拓扑 空间 的 子 空间 , 且 Y 是 XX 的 开 ( 闭 ) 集 . 若 U CY,， 
则 UV 是 Y 的 开 ( 闭 ) 集 当 且 仅 当 U 是 X 的 开 ( 闭 ) 集 . 

证 明 仅 证 明 闭 集 的 情形 , 开 集 时 是 类 似 的 , 留 作 练习 (见习 题 2.4.2). 

如 果 U 是 Y 的 闭 集 , 由 定理 2.4.2, 则 存在 X 中 的 闭 集 砚 使 得 UV = 页 nmY. 
由 于 Y 是 XX 的 闭 集 , 所 以 UV 是 X 的 闭 集 . 反之 , 如 果 U 是 X 的 闭 集 , 由 定理 
2.4.2, 则 UNY=U 是 Y 的 闭 集 . 
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例 2.4.1 设 尺 是 实 空间 , 子 空间 Yc RR. 由 例 2.2.4 的 (1) 和 定理 2.4.1, Y 的 
子 空间 拓扑 有 基 


Bly = {(a,0) NY :a,be R, a<b}. 


(1) 取 Y= [0,1], 当 0< a,b<1 时 , 多 |y 中 的 元 形 如 gg，(a,5), (a,1] 或 [0,). 
于 是 集合 (a,1], 或 [0, 是 了 的 开 集 , 但 不 是 实 空间 及 的 开 集 . 

子 空间 [0,1] 的 拓扑 解释 了 为 什么 数学 分 析 中 定义 函数 在 [0,1] 上 的 连续 性 时 ， 
在 0, 1 两 点 只 需要 在 0 右 连 续 , 在 1 左 连 续 . 

多 |y 也 是 Y = [0,1] 上 (通常 序 关 系 ) 序 拓扑 的 基 ( 见 例 2.2.5), 从 而 它 作为 下 
的 子 空间 拓扑 与 序 拓扑 是 一 样 的 . 但 对 于 一 般 的 Y 未 必 总 是 一 样 的 . 

(2) 取 工 = [0,1)U1{2}. 因为 {2} = (1,3)nY, 所 以 单 点 集 {2} 是 子 空间 Y 中 的 
开 集 . 但 对 于 Y 的 序 拓扑 来 说 , Y 的 序 拓扑 中 包含 2 的 基 元 素 , 形 如 (a, 2], a & [0,1)， 
即 (a,2]={zeY:a<z<2}. 在 (a,2] 中 必 有 xzeyY 且 x < 2, 所 以 单 点 集 {2} 
相对 于 YY 的 序 拓扑 不 是 开 集 . 

为 了 避免 混淆 , 当 讨 论 序 拓扑 的 子 集 的 拓扑 时 , 若 无 特别 说 明 , 总 是 假设 已 经 
给 了 子 空间 拓扑 . 

例 2.4.2 设 民 是 实 空 间 ，(-1,1D CR 具有 子 空间 拓扑 . 令 


7 
~ 1x2 


f(z) Z €(—1,1), 


则 f: (-1,1) 一 RR 是 同 胚 (请 自行 验证 ). 

下 面 综 合 一 些 与 子 空间 相关 的 连续 函数 结果 以 备 后 续 使 用 . 

定理 2.4.4 设 X, 和 和 2 都 是 拓扑 空间 , 函数 f :X 一 Y. 

(1) (限制 定义 域 ) 如 果 f 连续 且 2 是 X 的 子 空间 , 则 限制 映射 flz : 2 一 Y 
连续 ; 

(2) (限制 值 域 ) 如 果 f 连续 且 f(X)c Z cY (2Z 是 Y 的 子 空间 ), 则 限制 f 的 
值 域 而 得 到 的 函数 g : X 一 2 连续 ; 

(3) (扩大 值 域 ) 如 果 上 连续 且 YCZ2Z (Y 是 2 的 子 空间 ), 则 扩大 f 的 值 域 而 
得 到 的 浮 数 h :XX 一 2Z 连续 ; 

(4 (局 部 性 质 ) 如 果 XU Ua 满足 : 对 每 个 ae J，Ua 是 X 的 开 集 , 且 
flv, :Us 一 Y 连续 , 则 了 连续 

(5) ( 粘 接 引 理 ) 如 果 X = FUG 满足 :  G 都 是 X 的 闭 集 , 且 fls, fla 都 是 
连续 的 , 则 了 连续 . 

证 明 (1) 设 U 是 Y 的 开 集 , 则 (flz)-1(V) = Zn f-1(V0)， 因 为 f 连续 ， 
广 !(D) 是 X 中 的 开 集 , 所 以 Zn 广 !(D) 是 Z 中 的 开 集 , 从 而 flz 连续 . 
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(2) 对 2Z 的 开 集 B, 由 于 Z 是 了 的 子 空间 , 存在 Y 的 开 集 U 使 得 B= ZNU. 
因为 f(X)c 2 有 广 !(D) = f-1(ZNnU)=g-!1(B). 由 于 了 连续 , 所 以 广 I(DZ) 是 
X 中 的 开 集 , 于 是 g-1(B) 是 X 中 的 开 集 , 因此 9 连续 . 

(3) 对 2 中 的 开 集 UV, 由 于 Y 是 2 的 子 空间 , ZnY 是 Y 中 的 开 集 ， 因为 
f :XX 一 Y 连续 , f-1(UNY)=h-1(U) 是 XX 中 的 开 集 , 所 以 hh :一 2 连续 . 

(4) 设 V 是 Y 中 的 任意 开 集 , 则 对 每 个 we (fo,)-1(V) = f71(V) nn Uo 
因为 Us 是 X 中 的 开 集 且 川 连续 , 由 定理 2.4.3, 所 以 (flv,)-1(V) 是 XX 中 的 开 
集 , 而 

fi(V)= ff (VN (U oj = (J WN Uo,), 


Qa€J Qa€J 
于 是 广 !(Y) 是 X 中 的 开 集 . 故 f 连续 . 
(5) 设 C 是 Y 的 闭 子 集 ， 因为 flz，fle 都 是 连续 的 , 所 以 (flr)- 1(0) 与 
(fle)-1(C) 分 别 是 请 与 G 的 闭 子 集 , 从 而 也 是 X 的 闭 集 . 于 是 


f° (CO)= (FNF (CU (GNF (OC)) = (Fle) (OU (Fla) (0) 


是 X 的 闭 集 . 由 定理 2.3.5, f 连续 . 
对 拓扑 空间 X, 因为 恒 等 映射 i: X 一 X 总 是 连续 的 , 所 以 对 X 的 子 空间 2， 
由 定理 2.4.4 的 (1), 则 内 射 j : Z 一 X 也 总 是 连续 的 . 为 了 记号 的 简洁 , 定理 2.4.4 
的 (2) 和 (3) 中 涉及 限制 值 域 或 扩大 值 域 而 得 到 的 函数 g 和 仍 记 为 函数 了 . 
例 2.4.3 函数 及 : 民 一 民 定义 为 


| 的 


zZ2，2>0. 


因为 在 闭 集 0,+co) 与 (-co,0] 上 , h 的 限制 都 连续 , 由 烙 接 引 理 , 所 以 h 连续 . 而 


由 
2Z 十 1，2 >0， 
| rz—1, xz<0 
定义 了 函数 g : 民 一 有. 虽然 它 在 两 个 区 间 (0,+eo) 与 (-co,0] 上 的 限制 都 连续 , 但 
9 不 连续 . 因为 R 的 开 集 (-2,0) 关于 9 的 原 像 (-1,0] 不 是 及 中 的 开 集 . 
定义 2.4.2 设 X,Y 都 是 拓扑 空间 , 函数 f : X 一 了 . 如 果 对 X 的 每 个 开 
( 闭 ) 集 4, f(4) 是 Y 的 开 ( 闭 ) 集 , 则 称 f 是 开 ( 闭 ) 映射 . 
在 讨论 闭 映射 所 保持 的 拓扑 性 质 时 , 常常 用 到 下 面 的 定理 . 
定理 2.4.5 若 f 是 拓扑 空间 X 到 拓扑 空间 Y 的 映射 , 则 f 是 闭 映 射 当 且 仅 
当 对 每 一 y e Y 及 XX 中 的 任意 开 集 UD f-1(y), 存在 Y 中 开 和 集 W 使 JeW 上 且 
f-'(W)EU. 
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证 明 设 f 是 闭 映 射 ， 对 每 一 y e Y 及 XX 中 的 任意 开 集 UV 2 f-1(vy), 置 
W=Y 一 f(X-0), 则 W 是 Y 中 的 开 集 , 且 由 引 理 1.1.1 ye W,f-1(W)cU. 

反之 , 设 是 文中 闭 集 , 任 取 yeY-f(), 由 引 理 1.1.1, 那么 f-1i(y) C X-F. 
由 假设 条 件 , 存在 Y 中 开 集 W 使 ye W 且 f-i(W) CX 半 -- 卫 , 所 以 y 的 开 邻 域 
W CY 一 A(F). 根据 定理 2.1.1,Y 一 f(rf) 是 Y 的 开 集 , 从 而 FE 是 Y 中 的 闭 集 . 


例 2.4.4 设 T= [0,1] 是 单位 闭 区 间 , SI = {(z,y) EeE R?2 :zz+ 妇 =1 是 
单位 圆周 ,分 别 赋予 R R? 关于 通常 拓扑 的 子 空间 拓扑 . 定义 映射 g :了 工 一 Si 为 


1 g(zZ) = (cos2n7z,sin2nz), Zw EI. 
由 例 2.2.2 和 定理 2.4.1, S1 中 全 体 开 圆 弧 
图 2.4.1 之 集 是 子 空间 $1 的 基 . 根据 定理 2.4.5, 易 


验证 g 是 闭 映 射 , 见 图 2.4.1. 


习 题 2.4 


2.4.1 设 X 是 拓扑 空间 . 若 2 CY CX, 则 2 作为 子 空间 YY 的 子 空间 与 作为 X 的 子 
间 是 相同 的 . 
2.4.2 设 Y 是 拓扑 空间 X 的 子 空间 , 且 Y 是 久 的 开 集 . 车 UCY, 则 U 是 Y 的 开 
集 当 且 仅 当 U 是 X 的 开 集 . 
2.4.3 设 T= [0,1] CRR. 由 民 x 展 上 字典 序 的 限制 得 Tx 了 上 的 字典 序 . 问 : Tx 了 上 的 
序 拓扑 与 它 作为 序 空间 及 x RR 的 子 空间 拓扑 是 否 相 同 ? 
2.4.4 设 Y 是 拓扑 空间 X 的 子 空间 , A C Y. 证 明 : 
(1) A° = inty(4) mY?; 
(2) 9y (4) C 6(4), 并 举例 说 明 等 式 可 以 不 成 立 ， 
其 中 9(4) 和 06y (4) 分 别 表示 4 在 拓扑 空间 X 和 子 空间 Y 中 的 边缘 . 
2.4.5 证明: 有限 补 空间 的 每 个 子 空间 仍 是 有 限 补 空间 . 
2.4.6” 问 : 粘 接 引 理 中 当 X 表示 为 可 数 个 闭 子 空间 的 并 时 是 否 成 立 ? 
2.4.7 设 X, 站 都 是 拓扑 空间 , 函数 /站 : X 一 Y. 车 多 是 空间 X 的 拓扑 基 , 则 函数 f 
是 开 的 当 且 仅 当 对 每 一 B € 多 , f(B) 是 空间 Y 中 的 开 集 . 上 述 结 论 对 于 子 基 的 情形 是 否 成 


瞩 
七 


2.4.8 定义 函数 六 :及 一 [-11] 为 jz)=sinz ze 下 .试问 : 函数 三 :及 一 [一 11] 是 
否 开 映 射 ? 是 否 闭 映射 ? 
2.4.9 设 (X,， <) 是 全 序 集 , Y C X. 如 果 对 任意 a,beY 且 a<b, 有 


(ab)={reEX:a<r<b oY, 


则 称 Y 是 X 中 的 西子 集 . 


2.5 “有限 积 空间 .37. 


设 X 是 序 拓扑 空间 , Y C X. 如 果 节 是 X 的 凸 子 集 , 则 Y 的 序 拓扑 与 它 作 为 X 的 子 
空间 拓扑 是 相同 的 . 
2.5 有限 积 空间 
设 X 和 YY 都 是 拓扑 空间 . 置 
多 = {U xV: U,V 分别 是 X,Y 中 的 开 集 }, 


则 多 是 笛 卡 儿 积 集 X x Y 上 的 基 . 
事实 上 , 首先 , 对 任意 (x,y) eE XxY, 有 (zx,y) eE XxYe 名， 其 次 如果 
Uix Vi, Ux Ve, 则 


(x VN x VW)= NU) x (VNWY)eS. 


根据 定义 2.2.1, 多 是 XxY 的 某 拓扑 的 基 . 由 这 基 生 成 的 XxY 上 的 拓扑 是 本 节 
讨论 的 中 心 内 容 . 
定义 2.5.1 设 久 和 YY 都 是 拓扑 空间 . 集 族 


多 = {U xV: U,V 分 别 是 X,Y 中 的 开 集 } 


作为 基 生 成 的 Xx 上 的 拓扑 称 为 X xyY 上 的 积 拓扑 , X xY 具有 积 拓扑 称 为 积 
空间 . 
定理 2.5.1 设 X, Y 都 是 拓扑 空间 . 若 胞 ， 鸳 分 别 是 X, 了 的 拓扑 基 , 则 
集 族 
B= {Bix Bo: Di € %;, = 2} 


是 Xxy 的 积 拓 扑 的 基 . 

证 明 论证 将 反复 应 用 定理 2.2.1. 显然 , 多 中 的 每 个 元 素 是 积 空 间 X xY 中 
的 开 集 . 对 积 空间 X xY 的 任意 开 集 W 及 (x,y) e W, 存在 X 中 的 开 集 U 与 Y 
中 的 开 集 VV 使 (zx,y)eUxVcW. 因为 zeU 与 yeV, 分别 存 在 Bi € i 与 
BopEGByp 使 ze Bi1iCU 与 ye€ BoCV, 于 是 (x,y)jeEBixBoCUxVCW. 
而 , 多 是 久 xY 的 拓扑 基 . 

例 2.5.1 设 R?=RRxRR 是 实 空间 RR 的 积 空间 , 通常 称 为 二 维 欧 几 里 得 空间 ， 
简称 二 维 欧 氏 空间 或 欧 氏 平面 . 由 定理 2.5.1, 全 体 和 矩形 域 (a,05) x (c,q) 所 组 成 的 集 
族 是 及 2 的 基 . 由 例 2.2.3, 欧 氏 平面 拓扑 就 是 R? 上 的 通常 拓扑 . 
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回忆 在 1.1 节 定 义 过 的 从 第 卡 儿 积 集 到 坐标 集 的 投射 rm : 和 xy 一 X 和 
A2: 久 xY 一 了 Y. 易 知 , 对 每 个 集合 VC X VV CY, 有 


ni UV)=UxY, nV =XxV, rNna (VV)=UxT. 


定理 2.5.2 若 X 和 YY 都 是 拓扑 空间 , 则 投射 x1， 72 都 是 连续 的 开 、 满 映射 . 

证 明 易 知 ， TI1，T2 都 是 连续 的 满 映 射 . 往 证 NT1 是 开 上 映射 ， 只 要 证 明 XxY 
的 基 元 素 UV xV 在 zi 下 的 像 是 X 中 的 开 集 (见习 题 2.4.7). 因为 ri(V x V)=U， 
所 以 T1 是 开 映 射 . 同 理 ， T2 是 开 映 射 . 

例 2.5.2 投射 不 一 定 是 闭 映 射 . 

设 有 2 = Rx RR 具有 积 拓扑 . ri : R? -及 是 到 第 一 个 坐标 空间 的 投射 . 集合 


4={(z 人 ER2: vy=1} 


是 R? 中 的 闭 集 , 但 mi(4) = RR 一 {0} 不 是 R 中 的 闭 集 . 

为 了 进一步 分 析 积 空间 上 的 映射 性 质 ， 需 要 如 下 关于 积 拓扑 较 简 单 的 子 基 
构造 . 

定理 2.5.3 若 X 和 了 都 是 拓扑 空间 , 则 集 族 


= {ni (U0): UV 是 XX 中 的 开 集 }U {nz1'(V): V 是 Y 中 的 开 集 } 


是 xY 上 积 拓 扑 的 子 基 . 

证 明 设 r 是 Xxy 的 积 拓扑 . 因为 x7!(X) = 和 XxY, 由 定义 2.2.2, .是 XxY 
上 某 一 拓扑 7 的 子 基 . 若 忆 与 六 分 别 是 X 与 了 中 的 开 集 , 则 亲 :(D)， rz1(V) e T， 
所 以 .2 的 元 素 的 有 限 交 的 任意 并 仍 是 r 的 元 素 , 因此 7 C r. 另 一 方面 , 拓扑 + 
的 基 元 素 形 如 避 x 站 = In 了) er ,所 以 CT 

定理 2.5.4 若 X, 7 和 2 都 是 拓扑 空间 , 则 函数 /: 2 一 Xxz 连续 当 且 仅 
当 复 合 函 数 x1of:2 一 与 xn20f:2 一 Y 都 连续 . 

证 明 如果 f 连续 , 根据 定理 2.5.2, 那么 复合 函数 rl1o f, x2o 了 都 连续 . 反之 ， 
如 果 两 复合 函数 mo 了 与 x2 of 都 连续 , 由 定理 2.5.3, 则 对 X xY 中 子 基 的 形 如 
X71(U), nz1(V) 的 元 素 , 其 中 U,V 分 别 是 与 了 中 的 开 集 , 有 


fo (ri (0))= (mo) (0), fo (ra (WV))= (ro f) (WV) 


都 是 2 中 的 开 集 . 根据 定理 2.2.3, f 连续 . 

在 上 述 定理 中 , f 作为 映 入 积 空间 的 函数 , 如 果 记 =x1of， 包 =x20f, 则 
对 每 一 ze 2Z, f(z) = (及 (2),f2(2)), 所 以 及， 记分 别称 为 的 坐标 函数 . 于 是 定理 
2.5.4 可 简 述 为 : 映 入 积 空间 的 函数 是 连续 的 当 且 仅 当 它 的 每 个 坐标 函数 是 连续 的 . 


2.5 “有限 积 空间 . 39 . 


例 2.5.3 设 区 间 [0,1) 与 单位 圆周 §S1 = {(x,y) € RR? :2z2 十 刀 = 1 分别 是 实 
空间 及 和 欧 氏 平面 R? 的 子 空 间 . 定义 映射 :|0,1) 一 S1 为 


f(t) = (cos2nt, sin2nt), te [0,1). 


因为 的 两 个 坐标 函数 都 是 连续 的 , 根据 定理 2.5.4, f 是 连续 的 双 射 . 但 f 不 是 开 
映射 . 


事实 上 , 令 UV = [0,1/4), 则 U 是 [10,1) 1 
中 的 开 集 . 车 / 是 开 映射 , 那么 J 四 是 St 加 。 也 Cy 
中 的 开 集 ， 因为 f(0) = (1,0) e FD), 所 以 0 1 
f(U) 包含 含有 点 f(0) 的 一 段 开 圆 弧 , 矛盾 ， a 
见 图 2.5.1. 


以 上 所 讨论 的 积 空间 是 两 个 拓扑 空间 的 积 空间 , 这 完全 是 为 了 便于 理解 和 书 
写 而 安排 的 完全 类 似 地 ， 可 讨论 有 限 个 拓扑 空间 的 积 空间 ， 即 若 (Xi,7)( i = 
1,2,… ,n) 是 有 限 个 拓扑 空间 , 置 


2- 人 站 z:zss i= 1,2,.… 中 
Yo. 


则 多 是 笛 卡 儿 积 集 了 X; 上 的 拓扑 基 . 它 生成 的 T X; 上 的 拓扑 称 为 T X; 上 的 
$= = 1 
积 拓扑 TI X; 具有 积 拓 扑 称 为 积 空间 , 多 中 元 称 为 积 空间 的 基本 开 集 或 典范 开 集 ， 
3 一 十 


每 一 X; 称 为 积 空间 的 坐标 空间 . 由 此 , 完全 平行 地 可 获得 本 节 的 所 有 结果 ( 见 定 
理 2.5.1~ 定理 2.5.4), 不 再 一 一 叙述 . 


习 题 2.5 


2.5.1 在 定义 2.5.1 中 , 集 族 多 是 否 是 积 空间 X x Y 上 的 拓扑 ? 
2.5.2 若 X, Y 和 2 都 是 拓扑 空间 , 证 明 : 
(1) 积 空间 X x Y 同 胚 于 积 空间 Y x X; 
(2) 如 果 y e 7, 则 拓扑 空间 X 同 胚 于 积 空 间 X x 了 的 子 空间 X x {); 
(3) 积 空间 X x Y x 2 同 胚 于 积 空间 (X x Y) x 2. 
2.5.3 设 X, Y 都 是 拓扑 空间 . 车 A C XX，B CY, 则 在 积 空间 X xY 中 ， 
() AxB=AxB; 
(2) (A x B)*° = A° x B°. 
2.5.4 设 工 为 平面 上 的 一 条 直线 , 试 描述 工分 别 关 于 积 空 间 及 x 及 和 Ri x Ri 的 子 空 
间 拓 扑 . 
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2.5.5 证明 RR x 及 上 的 字典 序 拓扑 与 Ra x RR 的 积 拓扑 是 同一 个 拓扑 , 这 里 Ra 表示 实 
数 集 及 赋予 离散 拓扑 的 空间 . 试 比较 上 述 拓扑 与 R? 上 通常 拓扑 的 粗细 . 

2.5.6 设 了 = [0,1]. 试 比较 Tx 了 的 积 拓扑 , 7 x 了 的 字典 序 拓扑 , 7 x 了 关于 RR? 字典 序 
拓扑 的 子 空间 拓扑 . 


2.6` 商 空间 


对 给 定 的 拓扑 空间 X, 了 及 函数 f : 义 一 Y, 由 定义 2.1.4 可 以 确定 f 的 连续 
性 . 而 对 给 定 的 拓扑 空间 (X,7) 到 集合 Y 的 满 函 数 f, 当 Y 具有 平庸 拓扑 时 , f 是 
连续 的 , 但 Y 的 这 种 拓扑 的 意义 不 大 . 在 Y 是 否 存 在 使 f 成 为 连续 函数 的 最 细 的 
拓扑 ? 为 使 f 连续 的 必要 条 件 是 当 U 是 Y 中 的 开 集 时 , 原 像 f-1(U) 是 X 中 的 开 
集 . 置 


T={UVUCY:f (UV) er), 


则 7 是 集合 Y 上 的 拓扑 . 
事实 上 , 条 件 (01) 显然 成 立 . 
设 4 Be rT, 有 f-1(4), f-1(B) er. 于 是 


f° (A4NB)=f7 (A) Nf (B) en, 


所 以 An B ev. 因此 , (02) 成 立 
设 区 C7, 不 妨 设 区 关 ,对 每 个 Ae 7 有 f-1(4)e7. 因而 


站 | U 4 = 广 :4) sm 


Aen™ 4E71 


所 以 U es 故 (03) 也 成 立 . 


E70 
因为 ” 是 立 上 的 拓扑 , 引入 下 述 定义 . 
定义 2.6.1 设 (X,7) 是 拓扑 空间 , Y 是 一 个 集合 , 函数 / : X _，Y 是 满 的 . 
集 族 


T={UVUCY:f (UV) er} 


称 为 了 的 (相对 于 函数 f 的 ) 商 拓扑 , 拓扑 空间 (Y,7') 称 为 (相对 于 函数 f 的 ) 商 
空间 , 映射 f: (X,7) 一 (7) 称 为 商 映 射 . 


2.6 商 空 间 ‘41. 


以 一 个 简单 的 例子 说 明 商 拓扑 的 形成 . 设 及 是 实 空间 ,站 = 1{1,2,3},f:R 一 YY 
1, 7z>0, 
f(z) = 2, z=0, 
3，2< 0， 


则 f 是 满 射 . Y 的 相对 于 f 的 商 拓扑 7 = {C，{1}，{3}，{113}，Y)}. 

下 述 定理 表明 , 商 拓扑 是 本 节 开 头 提出 的 集合 Y 上 合适 的 拓扑 . 

定理 2.6.1 设 (X,r) 是 拓扑 空间 , Y 是 一 个 集合 . 若 函 数 f : X 一 了 是 满 的 ， 
则 YY 的 商 拓 扑 是 使 了 连续 的 最 细 的 拓扑 . 

证 明 让 7= {UV CY:f-1(UV)e7} 是 Y 的 商 拓 扑 .对 Uer,f-1(U)en, 
所 以 f: (X,7) 一 (Y,7) 连续 . 若是 Y 上 的 拓扑 使 得 f : (X,7) 一 (Y,77) 是 连 
续 的 , 则 对 Ue 7”, 由 f 的 连续 性 , f-1(U0)e7, 所 以 UeT. 从 而 7"CT. 获 7 
是 Y 上 使 f 连续 的 最 细 的 拓扑 . 

商 映 射 是 连续 的 满 映射 . 若 定义 2.6.1 后 的 空间 赋予 平庸 拓扑 no, 则 f :RR 一 
(Y, 7o) 是 连续 的 满 映射 , 但 不 是 商 映 射 . 对 拓扑 空间 X 和 YY, 当 函 数 f:X 一 Y 是 
连续 的 满 映 射 时 , 如 何 确定 f 是 商 映 射 ?如何 给 出 能 蕴含 f 是 商 映 射 的 较 简单 的 
条 件 ? 

定理 2.6.2 设 X 和 YY 都 是 拓扑 空间 . 若 f :XX 一 Y 是 连续 的 满 映 射 , 则 

(1) f 是 商 映 射 当 且 仅 当 对 Y 的 子 集 F, 若 f-1(F) 是 X 的 闭 集 ( 开 集 ), 那么 
五 是 Y 的 闭 集 ( 开 集 ); 

(2) 若 f 是 闭 ( 开 ) 映射 , 则 f 是 商 映 射 . 

证 明 (1) 仅 证 明 闭 集 时 的 情形 . 设 f 是 商 映 射 . 如 果 FF CY 满足 广 !(F) 是 
X 的 闭 集 , 则 -1(Y 一 了 ) = 关 一 了 -1(f) 是 XX 的 开 集 . 因为 Y 赋予 商 拓 扑 , 所 以 
YY 一 了 是 Y 的 开 集 , 从 而 是 Y 的 闭 集 . 

反之 , 设 UV 是 了 关于 商 拓扑 的 开 集 , 则 广 !(Z) 是 X 中 的 开 集 , 于 是 X 一 
广 !(O) = 广 !Y -U0) 是 和 中 的 闭 集 . 由 假设 ,YU 是 Y 的 闭 集 ,所 以 UU 是 YY 
的 开 集 . 因此 , Y 的 商 拓 扑 粗 于 Y 上 的 拓扑 . 根据 定理 2.6.1, Y 上 的 拓扑 就 是 商 拓 
扑 , 即 f 是 商 映 射 

(2) 设 f 是 闭 ( 开 ) 映射 . 若 f-!(F) 是 X 的 闭 集 ( 开 集 ), 则 F = f(f-1(F)) 
是 了 中 的 闭 ( 开 ) 集 . 由 (1), f 是 商 映射 . 

利用 同 胚 、 开 映射 、 闭 映射 的 定义 及 定理 2.6.2, 容易 证 明 下 面 的 定理 (见习 题 
2.6.1). 

定理 2.6.3 设 X,Y 都 是 拓扑 空间 , 函数 f :XX 一 Y 是 连续 的 双 射 . 下 述 条 
件 等 价 : 


拓扑 空间 


小 
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1) /是 同 胚 映射 
2) f 是 开 有 映射 ; 
3) f 是 闭 映射 ; 
4) f 是 商 映射 . 

商 映 射 具有 较 好 的 稳定 性 . 读者 可 直接 验证 下 述 结果 (见习 题 2.6.2). 

定理 2.6.4” 商 映射 的 复合 映射 是 商 映 射 . 

定理 2.6.5 设 X, 并 和 2 都 是 拓扑 空间 . 如 果 :和 一 了 是 商 映 射 , " :一 
Z 是 函数 , 则 

(1) 9 连续 当量 仅 当 go :XX 一 2 连续 ; 

(2) 9 是 商 映 射 当 且 仅 当 go f :XX 一 2 是 商 映 射 . 

证 明 (1) 如 果 9 连续 , 则 因 商 映射 的 连续 性 ,9 of 连续 . 反之 , 设 复合 函数 
go 了 连续 . 对 2 中 的 任意 开 集 W, (go 有 )-1(W) = f-!1(g-1(W)) 是 X 中 的 开 集 . 
因为 f 是 商 映 射 , 所 以 g-!(W) 是 了 中 的 开 集 , 从 而 9 连续 . 

(2) 设 g 是 商 映 射 , 则 由 (1) 及 定理 2.6.4, go f 是 商 映 射 . 反之 , 设 go f 是 商 
映射 , 则 9 必 是 满 射 且 由 (1), 9 连续 . 设 V 是 2 的 子 集 , 使 g-!1(V) 是 了 中 的 开 
集 . 由 于 f 连续 , 于 是 /1(g-1(V)) = (go 了 )-1(V) 是 X 中 的 开 集 , 因为 go 是 商 
映射 , V 是 2Z 中 的 开 集 . 根据 定理 2.6.2, 9 是 商 映 射 . 

商 空 间 之 所 以 引起 人 们 的 兴趣 主要 是 因为 它 是 构造 许多 重要 空间 的 有 效 途 径 . 
新 空间 的 生成 是 通过 等 价 关 系 确定 了 商 集 ( 见 定义 1.2.1), 而 后 在 商 集 上 利用 自然 
投射 赋予 商 拓扑 . 

定义 2.6.2 设 (X,r) 是 拓扑 空间 , R 是 X 中 的 等 价 关系 . 商 集 X/R 上 ( 相 
对 于 自然 投射 p) 的 商 拓扑 ra 称 为 X/R 上 (相对 于 等 价 关系 R) 的 商 拓扑 . 拓扑 
空间 (X/R,7TR) 称 为 拓扑 空间 (X,7) (相对 于 等 价 关 系 R) 的 商 空间 . 

设 X 是 拓扑 空间 , R 是 X 中 的 等 价 关系 . 除非 特别 说 明 , 总 认为 商 集 X/R 的 
拓扑 是 商 拓 扑 , 即 把 X/R 作为 拓扑 空间 指 的 是 商 空间 , 而 自然 投射 p : X 一 X/R 
是 商 映射 如 此 确定 的 商 空间 似乎 是 定义 2.6.1 所 定义 的 商 空间 的 特例 , 下 面 说 明 
其 实质 是 一 样 的 . 下 述 引 理 是 导出 商 映 射 的 一 种 经 典 方法 . 

引 理 2.6.1 设 X, 站 和 2 都 是 拓扑 空间 ,p:X 一 Y 是 商 映 射 , " :和 一 2 是 
连续 映射 如 果 对 每 个 yeY, g(p-1(y)) 是 单 点 集 , 则 

(1) 9 诱导 连续 映射 上 :了 一 2, 满足 条 件 fop = 9; 

(2) f 是 商 映 射 当 且 仅 当 g 是 商 映 射 . 

证 明 对 每 个 y e Y, 因为 集合 g(p-1(y)) 是 2 中 的 单 点 集 , 记 g(p-1(y)) = 
{f()}. 这 就 定义 了 映射 f :Y 一 2 且 fop = g, 见 图 2.6.1. 由 定理 2.6.5, (1) 和 
(2) 成 立 . 


( 
( 
( 
( 
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对 于 满 函数 g :X 一 2 在 X 中 定义 关系 Ro 如 下 : 对 zza exX， 
ziRyr2 S gz1) = 9(Z2)， 


则 R, 是 X 中 的 等 价 关系 (见习 题 1.2.1). 这 时 , 对 于 自然 投射 p : X 一 X/R 及 
rEX,p (x])= 9 "(9(7)), EB X/Ry = {9 (2) :2€ 2}. 


定理 2.6.6 设 X 和 52 都 是 拓扑 空间 . 如 果 g :XX 一 2Z 是 商 映 射 , 则 商 空间 
X/R 与 2 同 胚 

证 明 对 每 一 [z] € X/Ro, gz)) = {g(z)} 是 2 中 的 单 点 集 ， 由 引 理 
2.6.1, g 诱导 商 映射 / : X/E 一 2Z, 满足 fop = 9 见 图 2.6.1. 对 每 个 ze X, 有 
f([z]) = 9(z 所 以 f 是 双 射 , 从 而 f 是 同 胚 ( 见 定理 2.6.3). 

例 2.6.1 设 了 = [0,1] 是 单位 闭 区 间 . 若 了 中 的 等 价 关 系 RR 定义 为 


对 zyel, rRy 今 v=Yy 或 z,y {0,1}, 


则 商 空间 I/R 同 胚 于 单位 圆周 Si. 
定义 映射 9: 工 一 S1 为 


g(zZ) = (cos2nx,sin2n7z), wr EI. 


由 例 2.4.4 及 定理 2.6.2, g 是 商 映 射 . 易 知 , I/R = {9-1(p) : p € S!}. 由 定理 2.6.6， 
1/R 与 $S! 同 胚 . 
本 节 最 后 介绍 儿 个 重要 的 商 空 间 . 
例 2.6.2 记 了 = [0,1] x [0,1] 为 单位 正方 形 . 
(1) 定义 72 中 的 等 价 关 系 R 为 : 对 pi = (zx1,y1), pz = (72,y2) € 了 12, 
pl = p2, 


piRp2 今 4 存在 te 了, 使 得 pi,p2 € {(0,t),(1,)}, 
存在 te 7 使 得 pi1,p2 € {(t,0),(t,1)}. 
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这 时 , {(0,0), (0,1), (1,0), (1,1)} 是 一 个 等 价 类 . 商 空间 及 /RR 称 为 环 面 , 见 图 2.6.2. 


图 2.6.2 环 面 
(2) 定义 2 中 的 等 价 关 系 RR 为: 对 pi = (zx1,y1), pz2 = (72,y2) EE 也 


? 


piRp2 今 pi = D2， 或 存在 te 也 使 得 pi1,p2 € {(0,t),(1,1 一 办 }. 


空间 2/R 称 为 Mobius 带 , 见 图 2.6.3. 


Dc- 6 


2.6.3 ”Mobius 带 
(3) 定义 到 中 的 等 价 关 系 尽 为 : 对 pi 二 (zx1,Y1), p2 二 (Xx2, Yy2) & 712 
D1 = p2, 或 


piRp2 今 存在 Ee, 使 得 D1,p2 {(0,), (1,t)}, 或 
存在 te 了 使 得 pi, pz € {(t,0), (1 一 t,1)}. 


商 空间 12/R 称 为 Klein 瓶 , 见 图 2.6.4. 


“0 


2.6.4 Klein 瓶 


2.6.1 证 明定 理 2.6.3. 
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2.6.2 设 XY 和 52 都 是 拓扑 空间 . 如 果 f:X 一 Y 与 g:Y 一 2Z 都 是 商 映射 , 则 复 
合 函 数 go 了 :XX 一 2Z 是 商 映 射 . 
2.6.3 ”定义 映射 f: 民 一 S! 为 


f(x) = (cos 2nx, sin2nx), ZE 下. 


证 明 : f 是 开 映 射 . 

2.6.4 设 X 是 拓扑 空间 , 4 是 X 的 非 空 闭 子 集 . 在 X 上 定义 等 价 关 系 R: 把 4 中 的 
点 算 作 一 类 , X - 4 中 的 每 一 点 算 作 一 类 . 证 明 : 自然 投射 p : X 一 XX/R 是 闭 映射 上述 商 
空间 X/R 称 为 把 4 和 合成 一 点 得 到 的 X 的 商 空间 . 

2.6.5 设 斌 :及 :一 到 是 到 第 一 个 坐标 空间 的 投射 . 令 


4={(z 力 ER2: zz>0 或 者 y = 0)， 


且 4 具有 欧 氏 平面 R” 的 子 空间 拓扑 . 证 明 : 限制 映射 gq = mla : 4 一 屎 是 非 开 非 闭 的 商 
映射 . 
2.6.6 ”对 拓扑 空间 (X,7), 集合 了 及 函数 1 :XX 一 Y, 置 


T={UCY:f (UV) er)}. 


试 分 析 集 族 ~ 的 性 质 . 
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本 章 介 绍 几 类 以 某 种 自然 的 方式 导入 的 拓扑 性 质 , 它们 都 是 实 直 线 或 其 子 
司 一 些 性 质 的 抽象 形式 , 内 容 涉及 可 度量 性 、 连 通 性 、 分 离 性 、 紧 性 和 可 数 性 , 其 
中 最 关键 的 是 正规 的 拓扑 空间 这些 性 质 的 研究 是 点 集 拓扑 学 早期 发 展 中 最 富 创 
造 性 的 工作 , 它们 不 仅仅 初步 建立 了 一 般 拓扑 学 的 发 展 框 架 , 而 且 像 Tietze 扩张 定 
理 、Urysohn 度量 化 定理 等 , 已 成 为 学 科 发 展 的 强大 动力 . 


3.1 可 度量 性 


zs 间 , 它 不 但 有 着 广泛 的 应 用 , 而 且 也 为 许多 拓扑 
一 是 介绍 度量 、 度 量 拓扑 ; 二 是 讨 


度量 空间 是 一 类 重要 的 拓扑 空 

概念 提供 适当 的 直观 描述 . 本 节 由 两 部 分 组 成 ， 
论 度 量 空间 上 的 连续 性 与 收敛 性 . 

定义 3.1.1 设 X 是 一 个 集合 . 如 果 存 在 函数 d : X x X 一 民 , 使 得 对 任意 


X,Yy,zZEX 满足 
(M1) 非 负 性 : d(x,y) > 0, 且 d(z,y) =0 当 且 仅 当 z = vy; 


(M2) 对 称 性 : d(x,y) = d(y, 2); 
(M3) 三 角 不 等 式 : d(x,z) < d(x,y) + d(y, 有)， 
则 称 a 是 X 上 的 度量 , d(x,y) 称 为 点 z 与 点 y 之 间 的 距离 . (X,d) 称 为 度量 空间 ， 
在 不 致 引起 混淆 时 , 简称 为 度量 空间 X. 条 件 (M1) ~ (M3) 称 为 度量 公理 
在 度量 空间 (X,d) 中 ,对 zeX,s>0, 记 
Bal(7x,e) = {y EE X:d(r,y) <e}, 


称 为 (X,q) 中 以 z 为 中 心 的 = 球形 邻 域 , 在 不 致 引起 混淆 时 , 简 记 为 B(x,@) 
定理 3.1.1 若 (X,q) 是 度量 空间 , 则 集 族 多 = {B(x,e) :zeEX,e>0} 是 XX 


的 某 个 拓扑 的 基 . 
证 明 (1) 任意 的 ze X,e >0, 有 xeB(z,e). 
(2) 任意 的 Bl1，B。 es 多 , 存在 zi zz E X 及 sl > 0, eo > 0 使 得 B1 = 


B(x2,e2). 如 果 ye BiNn Bo, 令 


B(x1, 21), 也 ， 一 
qd(z1y)，s2 — d(x2,y)} > 0， 


E 王 Imin{sl 一 
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则 对 任意 > e B(y,e), 有 


de 2) < doi) + dy 2) < du) te < a. EE 
\ 
因而 ZE€ B(x1, 81)) 即 已 (Vs) (EE B(x1, 81), 见 图 3.1.1. | 


同 理 , B(y,e) C B(x2,e2). 所 以 


YE Bl(y,e) (CE B(x1,e1) 问 B(x2, £2) = BiNM B,. 
3.1.1 


根据 定义 2.2.1, 多 是 XX 的 某 个 拓扑 的 基 . 

定义 3.1.2 设 (X,q) 是 度量 空间 . 由 基 多 = {B(z,e) : x €E X, e > 0} 生成 的 
X 上 的 拓扑 称 为 由 度量 d 诱导 的 度量 拓扑 , 记 为 74. 

从 而 , 度量 空间 是 拓扑 空间 . 由 定理 3.1.1 证 明 中 的 (2), 车 ye B(z,e), 则 存在 
6 > 0 使 得 B(y,6) C B(x,e). 根据 定理 2.2.1, 度量 空间 (X,d) 的 子 集 Ue 7y 当 且 
仅 当 对 每 个 ye U, 存在 s > 0, 使 得 B(y,e) CU. 

例 3.1.1 离散 度量 空间 . 

设 X 是 非 空 集 合 . d :和 XxX 一 及 定义 为 


0，2 三 消 
| el 


d 是 XX 上 的 度量 . 由 它 诱导 的 X 上 的 拓扑 是 离散 拓扑 . 

对 任意 x e X, 任意 = > 0, 如 果 =s > 1 则 B(z,e) = X; 如 果 = < 1, 则 
B(z,s) = {zx}. 因此 , 由 多 = {B(x,e) :x EXX, e > 0} 生成 的 久 上 的 拓扑 是 离散 拓 
扑 . 故 (X,d) 也 称 为 离散 度量 空间 . 

例 3.1.2 及 的 通常 度量 . 

实数 集 及 上 的 通常 度量 d: 民 x 及 一 民 定 义 为 


d(z,y)=|z—Yy, zx,yER. 


d 是 民 上 的 度量 . 由 它 诱导 的 及 上 的 拓扑 是 通常 拓扑 ( 见 例 2.2.4 (1)). 

事实 上 , R 中 以 点 z 为 中 心 的 = 球形 邻 域 B(x,e) = (x 一 e, x 十 6) 与 通常 拓扑 
的 基 元 (a,5) 是 一 致 的 . 

定理 3.1.2 ” 设 X 是 一 个 集合 . 如 果 d, 是 X 上 的 两 个 度量 , 则 诱导 拓扑 7 
细 于 74 当 且 仅 当 对 每 个 ze X 及 每 个 s > 0, 存在 6 > 0, 使 得 Buw(z,6) C Ba(zx,e). 

证 明 必要 性 . 设 zy 细 于 7z. 对 74 的 任意 一 个 基 元 Bu(z,s) (x € X, e > 0)， 
由 于 ze Bau(x,e) € Ty, 于 是 存在 6 > 0, 使 得 Bu(z,5) C Ba(x,e). 
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充分 性 . 设 B 是 74 的 任意 一 个 基 元 且 ze B, 存在 = > 0 使 得 x € Bu(z,s) C 
B. 由 题 设 条 件 , 则 存在 5 > 0 使 zx € Ba (zx,6) C Ba(z,e) C B. 根据 定理 2.2.2, Tu 
细 于 74. 

定义 3.1.3 对 于 neZ, 设 z= (zi1,7x2,… ,zn) ER", 非 负数 


上 二 Y 呈 十 区 十 … 十 区 
称 为 化 的 模 . 对 于 z = (Z1, T2,* , Tn), 4 三 (2 Vy2 , Yn) E R”, 令 
ad(z,y)= |z— y= V(r — 4) + (To — Ya)? ++ (Tn — Yn)?, 


则 ud: 了 R"xR" 一 玉 是 有"” 上 的 度量 (见习 题 3.1.1), q 称 为 R* 上 的 欧 几 里 得 度量 ， 
简称 欧 氏 度量 或 通常 度量 , (R",d) 称 为 n 维 欧 氏 空间 , d 诱导 的 及 ”上 的 度量 拓扑 
称 为 欧 氏 拓扑 或 通常 拓扑 . 


S"1= {reR":|z|=1}, B= {eR":lzl<1} 


分 别称 为 R” 的 单位 球面 和 闭 的 单位 球体 . 
令 


p(x,y) = max{|z1 — Yi], za — y2|, ,|zn — Ynl}, 


则 p :RR”*x RR”* 一 民 也 是 民 * 上 的 度量 (见习 题 3.1.1), p 称 为 R* 上 的 平方 度量 . 

在 实数 集 及 上 , 两 个 度量 d, p 是 一 致 的 . 对 于 平面 及 2, 关于 度量 d 的 基 元 是 
圆 形 域 , 关于 度量 p 的 基 元 是 方形 域 . 由 例 2.5.1, 它们 诱导 出 R? 上 相同 的 拓扑 . 更 
一 般 地 , 下 面 的 定理 表明 度量 4 与 p 诱导 出 R* 上 相同 的 拓扑. 

定理 3.1.3 ”由 欧 氏 度量 d 与 平方 度量 p 所 诱导 的 及 ”上 的 拓扑 都 是 ”上 的 
积 拓扑 . 

证 明 若 z= (zz ,Tn); Y= (Or)E 了 "， 则 


p(x,Yy) < d(z,Yy) < Vnp(z,y). 


于 是 , 对 。 > 0, 有 
B,(x,e/Vn) C Balx,e) C Bo,l(z,e). 


根据 定理 3.1.2， 有 ET 所 以 To = Ta. 
设 二 是 RR” 上 的 积 拓扑 ， 往 证 7p 二 了. 对 每 个 一 (Z1;7Z2， ;i) E R” 及 


n 
e>0,B,(z,e) = [[ (zi—e, zit+e)e 7. 因此 ,mo C7. 
i=1 


另 一 方面 , 设 B 是 7 的 任意 一 个 基本 开 集 且 x = (21,22,… ,zn) €E B. 记 


3.1 可 度量 性 . 49 . 


B 一 位 (eb), 则 对 1<i<nm 有 zie (ewb), 从 而 存在 ss>0 使 (ze mt+eDc 
中 


(ai,b 取 E 一 Imin{s; :1 < 1 < n}, 于 是 
n 


ZE B(x,e) C T[cc: 一 5i，21 十 Ei) CB. 
i=1 


由 定理 2.2.2, 7 C 7. 这 表明 7 = 7. 

定理 3.1.3 表明 , 一 个 集合 上 的 不 同 的 度量 可 以 诱导 出 相同 的 拓扑 . 

定理 3.1.4 设 (X,d) 是 度量 空间 . 若 4CX, 则 dlax4 是 4 上 的 度量 且 4 
上 由 dlaxa 诱导 的 度量 拓扑 与 它 作 为 X 上 由 4 诱导 的 度量 拓扑 的 子 空间 拓扑 是 
相同 的 . 

证 明 记 d' = dlaxa. 由 于 任意 的 z,y € 4, 有 wz 人 = d(z,2y), 因而 满足 
定义 3.1.1 的 (M1) ~ (M3), 所 以 是 4 上 的 度量 . 

对 每 个 ze 4 及 任意 的 = > 0, 由 d 诱导 的 4 上 的 度量 拓扑 的 基 元 素 形 如 
By (zx,e); 4 作为 X 上 由 4 诱导 的 度量 拓扑 的 子 空 间 拓扑 的 基 元 素 形 如 Bu(z,s)n4. 
易 知 ,Bu(z,s) = Bu(z,s) mn 4, 所 以 两 拓扑 是 相同 的 . 

定理 3.1.4 中 的 (4, d|ax4) 称 为 度量 空间 (X,d) 的 度量 子 空间 . 

以 下 讨论 度量 空间 上 的 连续 函数 与 收敛 性 . 

定理 3.1.5 设 (X,dx), (Y,dy) 都 是 度量 空间 . 若 函 数 f :一 Y, 则 了 连续 
当 且 仅 当 对 任意 的 zeX 及 =s>0, 存 在 5>0, 使 得 FLBus(z;,0)C Bov(F(m,s). 

证 明 ”必要 性 . 设 f 连续 . 对 任意 的 ze XX 及 。 > 0, 集合 f-1(Ba, (jz),e)) 
是 X 中 包含 x 的 开 集 , 存在 5 > 0, 使 Ba (x,6) C f-1(Bay(f(x),e))， 于 是 
f(Bax (2,06)) C Bay(f (7), e). 

充分 性 . 对 任意 的 x e X, {Bay (f(z),e) :es > 0} 是 点 f(x) 在 Y 的 邻 域 基 . 
对 任意 的 。 > 0, 存在 6 > 0, 使 得 f(Bax (7x,5)) C Bay(f(z),e), 即 Ba (7x,6) C 
f°1(Bay (f(z),9)), 所 以 f71(Bay(f(z),e)) 是 z 的 邻 域 . 由 定理 2.2.4, 了 在 > 连续 . 
再 由 定理 2.1.6, f 连续 . 

由 于 定理 3.1.5 中 的 f(Bax (x,6)) C Bay (f(x),e) 等 价 于 “ 当 dx (zx,y) <5 时 ， 
有 dy(f(z), f(y)) < se 所 以 上 述 定 理 就 是 数学 分 析 中 函数 连续 性 的 =-5 语言 叙述 

对 度量 空间 (X,d) 及 zexX,X 的 非 空子 集 4, 数 

d(x, A) = inf{d(z,a) :a € A} 


称 为 点 x 到 集合 4 的 距离 . 
定理 3.1.6 设 (X,d) 是 度量 空间 . 若 4 是 X 的 非 空子 集 , 则 函数 d(x, 4) 在 
X 上 连续 . 
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证 明 对 任意 的 z,y e X 及 每 个 we A, 有 
d(x, A) < d(x,a) < d(x,y) + d(y, a), 


从 而 
d(x, A) — d(x,y) < d(y, A) = inf{d(y,a) :a € A}, 


即 d(x, 4) 一 d(y, 4A) < d(x,y). 同 理 , d(y, 4) - d(x, 4) < d(x,y). 因此 


由 定理 3.1.5, d(x, 4) 在 X 上 连续 . 

定义 3.1.4 设 X 是 拓扑 空间 , {zn} 是 X 中 的 序列 且 x e XX. 如 果 对 z 的 任 
意 邻 域 V0, 存在 m es Z+, 满足 对 任意 n > m, 有 ze U，, 则 称 序列 {zx} 收 伍 于 z， 
称 x 为 序列 {zn} 的 极限 或 收敛 点 ， 当 x 是 序列 {zw} 的 唯一 极限 时 , 记 zw 一 x， 
或 im re 

一 般 情况 下 , 拓扑 空间 中 收敛 序列 的 收敛 点 不 一 定 是 唯一 的 . 例如 , 让 X 是 平 
庸 空间 , 则 X 中 的 任意 序列 都 收敛 且 收 敛 于 X 中 的 每 一 点 . 

对 度量 空间 (X, qd) 及 xz eX, {B(z,1/n) :ne Zi} 是 点 zx 在 六 中 的 可 数 的 邻 
域 基 ( 即 由 可 数 个 元 组 成 的 一 个 邻 域 基 ), 即 度量 空间 的 每 一 点 具有 可 数 的 邻 域 基 . 
这 一 性 质 有 助 于 简化 拓扑 空间 中 的 收敛 性 质 . 

定义 3.1.5 设 X 是 拓扑 空间 . 如 果 X 的 拓扑 是 由 它 上 的 某 个 度量 d 诱导 的 ， 
则 称 X 是 可 度量 化 空间 . 

引 理 3.1.1 (序列 引 理 ) 设 久 是 拓扑 空间 ,A4CX 且 weX. 

(1) 如 果 4 中 有 一 收敛 于 z 的 序列 , 则 ze U4; 

(2) 如 果 z 在 X 中 具有 可 数 的 邻 域 基 且 ze 4 则 4 中 有 收敛 于 x 的 序列 ; 

(3) 如 果 ze4 且 4 中 不 存在 序列 收敛 于 x, 则 X 不 是 可 度量 化 空间 . 

证 明 (1) 设 {zx} 是 4 中 收敛 于 z 的 序列 , 则 对 zx 的 任意 令 域 U, 有 UNA#z&. 
根据 定理 2.3.3, z € A. 

(2) 设 {Ujwez， 是 xz 在 关中 一 个 可 数 的 邻 域 基 . 对 每 一 ne Zi, 让 V = 

门 五 ; 则 太 , 是 xz 的 邻 域 . 因为 x € 4, 由 定理 2.3.3, .站 4A 关 9. 取 定 zi, € Wa 由 4 


i<n 


则 4 中 的 序列 {zw} 收敛 于 zx. 
事实 上 , 对 z 的 任意 邻 域 U0, 存在 m € Z1, 使 得 0, C UU. 当 n > m 时 ， 
zn E WC Vn CUm CCU, 所 以 序列 {zw} 收敛 于 7. 
(3) 由 于 度量 空间 的 每 一 点 具有 可 数 的 邻 域 基 , 由 (2), 满足 (3) 的 条 件 的 空间 
必定 不 是 可 度量 化 空间 . 


3.1 可 度量 性 .51. 


例 3.1.3 良 序 空间 [0,wi] 不 是 可 度量 化 的 . 

由 例 2.3.1, wi € 10;w1). 如 果 [0,wi] 是 可 度量 化 空间 , 由 引 理 3.1.1 的 (2), 则 
[0,wi) 中 存在 序列 {zx%} 收敛 于 wi. 因为 集合 {x :ne Zi} 是 [0,wi) 的 可 数 子 集 ， 
根据 推论 1.2.1, 它 在 [0,wi) 中 有 上 界 , 所 以 存在 be [0,wi), 使 得 对 任意 的 me Zj， 
有 zn <5, 即 x, 4 (5,wi]. 因此 , 序列 {xz} 不 收敛 于 wi, 矛盾 . 

在 度量 空间 中 , 可 用 较 简 单 的 序列 收敛 性 来 刻画 函数 的 连续 性 . 

定理 3.1.7 设 拓 扑 空间 X 的 每 一 点 具有 可 数 的 邻 域 基 , Y 是 拓扑 空间 . 若 
函数 f : X 一 Y, 则 上 连续 当 且 仅 当 对 X 中 的 每 一 收敛 于 x 的 序列 {x%}, 序列 
{f(zn)} 在 Y 中 收敛 于 f(z). 

证 明 必要 性 . 设 f 连续 , {x%} 是 X 中 收敛 于 z 的 序列 . 令 V 是 f(x) 在 Y 
中 的 邻 域 , 则 -1(V) 是 z 在 XX 中 的 邻 域 .于 是 存在 me Zi, 使 得 当 n > m 时 , 有 
zn Ef 了 -1(V), 即 当 n>m 时 ,有 f(zw)eEV. 所 以 {f(zn)} 收敛 于 f(x). 

充分 性 . 假设 条 件 成 立 . 根据 定理 2.3.5, 只 需 证 明 对 每 个 4A c X, 有 Fa Cc 
f(A4). 

设 ze 4, 根据 引 理 3.1.1 的 (2), 存在 4 中 收敛 于 z 的 序列 {x%}， 由 假设 ， 
Y 中 的 序列 {f(z%)} 收敛 于 f(x). 因为 f(x) es f(A4), 再 根据 引 理 3.1.1 的 (1), 有 
f(z) € f(A4). 因此 , f(A) c f(A4). 

定义 3.1.6 设 X 是 拓扑 空间 , Y 是 可 度量 化 空间 , 并 且 对 每 个 ne Z+, 函数 
万 :和 一 并 及 太一 了 如果 对 任意 的 s > 0, 存在 me 2 , 满足 对 任意 n>m 
及 任意 ze X, 有 d(fn(zx), f(z)) < se, 则 称 函 数列 {fi} 在 关上 一 致 收敛 于 f , 简 
称 { 广 } 一 致 收敛 于 了 . 

定理 3.1.8 (一 致 收敛 定理 ) 设 {有 } 是 拓扑 空间 X 到 可 度量 化 空间 了 的 连 
续 函数 列 及 函数 f :XX 一 Y. 如 果 {所 } 在 X 上 一 致 收 化 于 f, 则 f 连续 . 

证 明 设 d 是 诱导 出 Y 的 拓扑 的 度量 . 让 V 是 Y 中 的 任意 开 集 , 往 证 f-!1(V) 
是 X 的 开 集 . 设 zo e f-1(V), 则 f(zo) eV, 存在 e >0 使 得 Ba(f(xo0),e) CV. 由 
于 { 户 } 一 致 收敛 于 f, 对 上 述 = > 0, 存在 m e 2Z +, 满足 对 任意 n > m 及 任意 的 
zx EX, 有 d(fn(x), f(z)) < /3. 

因为 fi 在 点 zo 连续 , 存在 zo 在 XX 中 的 邻 域 U, 使 得 f(U) Cc Ba(fn(x0),e/3). 
下 证 f(V) C Bz(f(zo0),e). 对 任意 的 ze U, 有 


dfm(2), Fo) < 3 dfinlzo0), fm(®) < 3 及 dfmlzo), fle0)) < 3 
因而 


d(f (zo0), f(z)) < d(f (zo0), fm(zx0)) d(fm(x0), fn(2)) 十 qjz)， f(x)) << 25， 
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所 以 f(x) s Ba(f(z0),e). 因此 f(V) Cc Ba(f(zxo),e) CV, 即 VC f 1(V). 由 定理 
2.1.1, f-1(V) 是 X 的 开 集 . 这 就 证 明了 f 的 连续 性 . 

与 数学 分 析 类 似 , 我 们 可 讨论 拓扑 空间 到 度量 空间 的 函数 项 级 数 的 一 致 收敛 
性 , 利用 函数 列 与 函数 项 级 数 的 相互 转换 关系 , 可 得 到 函数 项 级 数 的 一 致 收敛 定理 . 
这 一 结论 的 叙述 及 证 明 留 作 练习 (见习 题 3.1.7). 


3.1.1 验证 : 定义 3.1.3 中 的 d, p 都 是 R* 上 的 度量 . 
3.1.2 对 4 一 (Z1,Z2) pn) 2 一 (V1, Yy2,* , Yn) E R", 定义 


d (29) = 71 t+ len — yal. 


证 明 : d’ 是 诱导 出 及 ”上 通常 拓扑 的 度量 . 当 n = 2 时 , 画 出 d 下 的 球形 邻 域 . 
3.1.3 若 (X,d) 是 度量 空间 , 证 明 : 


ton- 
是 X 上 的 度量 , 且 w% 和 d 诱导 出 X 上 相同 的 拓扑 . 
3.1.4 设 4 是 度量 空间 (X,d) 的 非 空子 集 . 证 明 : 4= {zeX:d(z,4) = 0}. 
3.1.5 在 尺 是 有 限 补 空间 时 , 求 序 列 {1/n} 的 收敛 点 . 
3.1.6 ”证明 : 可 度量 性 是 拓扑 性 质 . 
3.1.7 统 述 并 证 明 拓扑 空间 到 度量 空间 的 函数 项 级 数 的 一 致 收敛 定理 . 


3 连 : 通 -性 


微 积分 学 中 的 介 值 定理 是 一 个 重要 的 定理 , 它 依赖 于 本 节 要 介绍 的 区 间 [ao, 己 
的 连通 性 . 讨论 拓扑 空间 具有 的 这 种 性 质 及 其 在 拓扑 学 、 分 析 学 、 几 何 学 等 相关 学 
科 中 的 应 用 是 十 分 有 益 的 . 本 节 介 绍 连通 性 的 刻画 、 子 空间 性 质 、 映射 性 质 、 有 限 
积 空间 性 质 及 一 些 简单 应 用 . 

定义 3.2.1 设 X 是 拓扑 空间 . 4, BCX. 如 果 ANnB=g 且 A4NB=g%, 则 
称 4 与 B 是 一 对 隔离 集 . 

在 上 述 定义 中 , 4 与 B 是 不 相交 的 , 且 其 中 的 任何 一 个 集 不 包含 另 一 个 集 的 任 
何 聚 点 . 因此 , 两 个 不 相交 的 开 (或 闭 ) 集 是 一 对 隔离 集 ( 见 推论 2.3.1). 在 实 空间 
及 中 , 区 间 (0,1) 与 (-10) 是 一 对 隔离 集 , 而 [0,1) 与 (-1,0) 不 是 一 对 隔离 集 . 在 
离散 空间 中 , 任何 两 个 不 相交 集 都 是 一 对 隔离 集 . 而 在 平庸 空间 中 , 任何 两 个 非 空 
子 集 都 不 是 一 对 隔离 集 . 


3.2 连通 性 .53. 


定义 3.2.2 设 X 是 拓扑 空间 .如 果 X 中 有 一 对 非 空 隔离 集 4 与 B 使 得 
于 二 AUB, 则 称 4 与 B 是 X 的 一 个 分 割 . 此 时 , 称 X 是 不 连通 空间 . 如 果 X 不 
存在 分 割 , 则 称 X 是 连通 空间 . 

任何 平庸 空间 是 连通 空间 . 多 于 一 点 的 离散 空间 是 不 连通 空间 . 

定理 3.2.1 设 X 是 拓扑 空间 . 下 列 条 件 等 价 : 

(1) X 存在 分 割 ; 

(2) X 存在 不 相交 的 非 空 闭 子 集 4 和 B 使 得 AUB=X; 

(3) X 存在 不 相交 的 非 空 开 子 集 4 和 B 使 得 AUB=X; 

(4) X 存在 既 开 且 闭 的 非 空 真 子 集 . 
证 明 (1) 坊 (2). 设 4 与 B 是 X 的 分 割 . 显然 , 4nB=%g 且 


B=BN(AUB)= (BNA)U(BNB)=B. 


因此 , B 是 X 中 的 闭 集 . 同 理 , 4 也 是 X 的 闭 集 . 

(2) 地 (3). 设 4 与 B 是 X 的 子 集 ,满足 (2). 令 A1=X-B,Bi=XX-A4, 则 
41 与 Bi 满足 条 件 (3) 的 要 求 . 

(3) 过 (4). 设 4 与 B 是 XX 的 子 集 , 满足 (3), 则 4 和 B 都 是 XX 中 的 既 开 且 
闭 的 非 空 真子 集 . 

(4) 寺 (D). 设 4 是 X 中 的 子 集 ,满足 (4). 令 B=X-4, 则 4A 与 BB 都 是 X 
的 非 空 闭 子 集 , A4nB=g 且 A4UB=X. 易 见 , 4 与 B 是 XX 的 分 制 . 

按照 定义 3.2.2 及 定理 3.2.1, 有 连通 空间 的 如 下 刻画 . 

定理 3.2.2 设 X 是 拓扑 空间 . 下 列 条 件 等 价 : 

(1) X 是 连通 空间 ; 

(2) X 中 不 存在 不 相交 的 非 空间 子 集 4 和 B 使 得 AUB= Xi; 

(3) X 中 不 存在 不 相交 的 非 空 开 子 集 4 和 B 使 得 AUB= XX; 

(4) X 中 既 开 且 闭 的 子 集 只 有 & 与 X. 

例 3.2.1 RR 的 任意 区 间作 为 实 空 间 的 子 空间 是 连通 的 . 

设 XX 是 RR 的 任意 区 间 (包括 无 限 区 间 )， 若 X 作为 实 空 间 R 的 子 空间 是 
不 连通 的 , 则 存在 X 的 不 相交 的 非 空间 子 集 4 与 B, 使 得 A4U B = X， 选取 
a € A, be B, 则 a 关 5b 不妨 设 a <b, 因为 X 是 区 间 , 所 以 [a,9| C X. 令 
41=4na Bi = BN [a,09, 则 41，B1 都 是 子 空间 [a 刀 的 闭 子 集 ， 由 于 4; 
有 上 界 b, 于 是 41 有 上 确 界 , 记 为 ce. 又 由 于 A1 是 闭 集 , 所 以 ce A1 C 4. 因为 
be 也 ,于 是 c<2 且 (cc Bi. 由 于 Bi 是 闭 集 , 所 以 ce (cgc Bi c B, 从 而 
cE ANB. 这 与 4n B= 刻 盾 . 因此 , X 是 连通 的 . 

特别 地 , 实 空间 及 是 连通 的 . 
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设 Y 是 拓扑 空间 X 的 子 空间 . 若 Y 作为 六 的 子 空 间 是 连通 的 , 则 Y 称 为 六 
的 连通 子 集 . 所 以 [ww 中 是 实 空间 的 连通 子 集 , 但 是 有 理 数 集 Q 不 是 实 空间 的 连通 
子 集 . 事实 上 , Q 的 非 空 连通 子 空间 只 是 单 点 集 . 

设 Y 是 Q 的 至 少 含有 两 点 的 子 空间 , 取 定 两 点 p, gE Y 及 无 理 数 a, 使 介 
于 2 与 4 之 间 . 因而 


YY=(Yn(-oco,o)UuU(Zn(a+co))， 


且 Yn(-oco,a) 与 了 mn(o+co) 是 了 的 两 个 不 相交 非 空 开 集 , 所 以 Y 是 不 连通 的 . 
这 表明 Q 的 非 空 连通 子 空间 只 能 是 单 点 集 . 

以 下 引 理 表明 , 子 空 间 的 隔离 性 相对 于 空间 而 言 是 稳定 的 . 这 对 判别 子 空间 的 
连通 性 是 很 有 用 的 . 

引 理 3.2.1 设 Y 是 拓扑 空间 XX 的 子 空间 . 若 4, BCY, 则 4, B 是 Y 的 一 
对 隔离 集 当 且 仅 当 4, B 是 X 的 一 对 隔离 集 . 

证 明 由 定理 2.4.2， 


cly(A)NB=(ANY)NB= ANB, cly(B)NA=BNA, 


所 以 4, B 是 Y 的 一 对 隔离 集 当 且 仅 当 4, B 是 X 的 一 对 隔离 集 . 

设 了 = [-1,0)U (0,1] 是 实 空间 R 的 子 空间 ,由 于 在 RR 中 |[-1,0) 与 (0,1] 是 
隔离 的 , 所 以 在 了 中 [-1,0) 与 (0,1] 也 是 隔离 的 , 从 而 Y 不 是 连通 子 集 . 

引 理 3.2.2 设 Y 是 拓扑 空间 X 的 连通 子 空间 , 4, B 是 X 的 一 对 隔离 集 . 若 
YcAUB, 则 YcA 或 YcB. 

证 明 因为 Yc AUB, 所 以 Y= (YN 4)uU(YNB). 根据 引 理 3.2.1, YNA 
与 YNB 是 Y 的 一 对 隔离 集 ， 因为 了 是 连通 的 , 所 以 YNnA4=g 或 YNnB=&%， 
于 是 YcB 或 YcAh. 

引 理 3.2.3 设 {As。}aey 是 拓扑 空间 X 的 连通 子 空 间 的 族 . 如 果 门 4A。 六 2， 

a€J 
则 U 4。 是 X 的 连通 子 空间 . 
a€J 
证 明 令 了 = U 4。 且 取 定 pe 门 46. 假设 C 与 D 是 Y 的 分 制 , 则 peC 
a€J a€J 
或 pe D, 不 妨 设 pe C. 因为 对 每 个 ae J，A。 是 连通 的 , 根据 引 理 3.2.2, A。C C 
或 4。c 也 ,于 是 4。C COC. 从 而 Y= U 4。 CC. 这 与 D 是 Y 的 非 空子 集 矛 盾 . 
a€J 
故地 = U 4。 是 连通 的 . 
a€J 

定理 3.2.3 设 {4。}uey 是 拓扑 空间 X 的 连通 子 空间 的 族 . 如 果 对 任意 a, fF < 

J, 有 Aan hg 关 92, 则 U4。 是 X 的 连通 子 空间 . 
a€J 


3.2 连通 性 .55. 


证 明 取 定 ao € J, 对 任意 6€ J, 令 Ba = Ao,U 4p. 由 引 理 3.2.3, Bo 是 连通 
的 . 从 而 {Bs}sey 是 X 的 连通 子 空间 的 族 且 8 二 Ao 关 82. 根据 引 理 3.2.3， 
U 4。 = U Ba 是 连通 的 . 
aEJ BEJ 

定理 3.2.4 设 X 是 拓扑 空间 , 4 是 X 的 连通 子 空间 . 如 果 A4cBcA 则 
B 也 是 连通 的 , 特别 地 , 4 是 连通 的 . 

证 明 如 果 C 与 D 是 B 的 分 割 , 根据 引 理 3.2.2, 则 AcC 或 4cD. 不 妨 
设 4cc, 那 么 4cG 由 引 理 3.2.1, CND=%, 所 以 BND=g%. 这 与 D 是 B 
的 非 空子 集 矛盾 . 

定理 3.2.5 ”连通 空间 的 连续 像 是 连通 的 , 即 连续 映射 保持 连通 性 . 

证 明 设 X 是 连通 空间 且 f :XX 一 Y 是 连续 映射 . 由 定理 2.4.4, 关于 限制 映 
射 的 连续 性 , 不 妨 设 Y = f(X). 假设 Y 不 连通 . 根据 定理 3.2.1, Y 存在 既 开 且 闭 
的 非 空 真子 集 4. 由 于 f 连续 , f-1(4) 是 X 的 既 开 且 闭 的 非 空 真子 集 , 这 与 X 的 
连通 性 矛盾 . 因此 , Y 是 连通 的 . 

定理 3.2.5 说 明 连 通 性 是 一 个 拓扑 性 质 , 即 与 连通 空间 X 同 胚 的 每 个 空间 是 
连通 的 . 

定理 3.2.6 设 Xi, Xz,… ,X (ne Z4) 都 是 连通 空间 , 则 积 空间 十 X; 也 是 
连通 空间 时 

证 明 ”由 于 积 空间 Xi x X2x…xX 同 胚 于 积 空 间 (Xi x X2x.…:xX iD)XxXn 
(见习 题 2.5.2) 及 连通 性 是 拓扑 不 变性 ( 见 定理 3.2.5), 所 以 只 需 证 明 = 2 的 情形 . 

取 定 a = (a1,a2) € Xi x Xo， 因 为 Xi 连 
通 且 Xi x {a2} 同 胚 于 Xi (见习 题 2.5.2), 所 以 
X1 x {a2} 是 连通 的 . 同 理 , 对 任意 x = (ZX1, X72) € 
Xi x X2， {zi1} x X2 也 是 连通 的 .由 于 (Xi x 
{a2}) Nn ({zx1} x X2) = {(z1,a2)}, 根据 引 理 3.2.3， 
T= (Xi x {a2}))U({z1} x Xa) 是 连通 的 , 且 总 有 


. 
a € Ty, 见 图 3.2.1. 再 根据 引 理 3.2.3, U J 是 (21, 0)， 


Z1EX1 


连通 的 . 由 于 QU T,, = XI xXo, 所 以 XI xXo 3.2.1 
是 连通 的 。 

利用 例 3.2.1 及 定理 3.2.6, 积 空间 R" 是 连通 的 . 

作为 连通 性 的 应 用 , 证 明 微 积分 学 中 介 值 定理 的 推广 形式 . 

定理 3.2.7 ( 介 值 定理 ) 设 X 和 了 分别 是 连通 空间 和 序 拓扑 空间 , 函数 f: 
X 一 了 是 连续 的 . 如 果 a, peX 且 7 介 于 Jo) 与 f(0) 之 间 , 则 存在 cs X, 使 得 
jco) =7. 
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证 明 根据 定理 3.2.5, f(X) 是 连通 的 . 假设 r+ 4 f(X). 令 


A= f(X)N(-o%,7), B= XI)m( 十 co)， 


则 4, B 是 f(X) 的 不 相交 的 非 空 开 子 集 , 因此 4 与 B 是 1(X) 的 分 割 , 矛盾 . 所 
以 re f(X), 即 存在 ce 和 使 Ac) = 了 

本 节 最 后 给 出 与 连通 性 相关 的 几 个 结果 与 例子 . 

对 单位 圆周 Si! 及 z = (zx1,x2) ESL 一 x = 二 (一 x1, 一 Z2) 称 为 x 的 对 径 点 . 

定理 3.2.8 (Borsuk-Ulam 定理 ) 若 函 数 f :S1 一 下 连续 , 则 存在 ze S! 使 得 
f(z) = f(—z). 

证 明 由 于 S! 是 单位 闭 区 间 [0,1] 的 连续 像 ( 见 例 2.4.4), 根据 例 3.2.1 及 定理 
3.2.5, S1 是 R? 的 连通 子 集 . 定义 函数 已 :SI 一 民 为 F(x)= f(z) 一 f(-7z), x€S), 
则 五 连续 且 (x) = f(x) 一 f(z) = 一 F(z)， 如 果 存 在 weSL 使 F(a) = 0, 则 
f(a) = f(--a), 即 a 为 所 求 . 如 果 对 某 个 ae Si, F(a) 关 0, 则 F(a) 与 F(-a) 异 号 . 
根据 定理 3.2.7, 存在 ze S! 使 得 F(x) = 0, 即 f(x) = f(-zx). 

关于 S2 上 的 Borsuk-Ulam 定理 , 见习 题 6.4.3. 

定理 3.2.9 对 n> 了 1,R" 一 {0} 是 连通 的 , 其 中 0 = (0,0,:… ,0)€ RR". 

证 明 仅 就 n=2 的 情形 给 出 证 明 . 令 


A=(-o0,0| xR-1{0}, B=|0,+0%)xR- {0}. 
则 AUB=R? 一 {0}. 根据 定理 3.2.6, (一 o0,0) x 及 是 连通 的 . 因为 在 R? 中 ， 
(—00,0) x RC AC(-o,0] xR=(—0,0) x R, 


由 定理 3.2.4, 4 是 R? 的 连通 子 集 . 同 理 , B 也 是 R? 的 连通 子 集 . 由 于 A4NBA%， 
再 根据 定理 3.2.3, R? - {0} 是 连通 的 . 
推论 3.2.1 欧 氏 平面 R? 与 实 空间 及 不 同 胚 . 
证 明 假设 RR? 与 RR 同 胚 且 函 数 厂 : 了 2 一 玉 是 同 胚 , 根据 定理 2.4.4 的 (1), 限 
制 映 射 flRz_f0} : RR? 一 {0} 一 民 连续 . 由 定理 3.2.9, R? 一 {0} 连通 , 根据 定理 3.2.5， 
flRz_{o0}(R?2 一 {0}) = 尺 一 {f(0)} 是 RR 的 连通 子 空间 , 矛盾 . 从 而 R? 与 及 不 同 胚 . 


习 题 3.2 


3.2.1 设 4 与 已 是 拓扑 空间 X 的 隔离 子 集 . 证 明 : 如 果 A1 C 4，PBi C B, 则 有 i 与 
Bi 也 是 X 的 隔离 子 集 . 
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3.2.2 ”有限 补 空间 和 可 数 补 空间 (见习 题 2.1.2) 何 时 是 连通 的 ? 何 时 是 不 连通 的 ?给 
你 的 结论 和 证 明 . 

3.2.3 ”下限 拓扑 空间 及, Smirnov 删除 序列 拓扑 空间 及 Kx 连通 吗 ? 验证 你 的 结论 . 

3.2.4 设 YCX,X 和 YY 都 是 连通 的 . 证 明 : 若 4 与 已 是 和 -YY 的 分 割 , 则 YU 有 A 
和 Yu 都 是 连通 的 . 

3.2.5 设 Y 是 拓扑 空间 X 的 子 空间 . 如 果 对 任意 zx, y E Y, 存在 X 的 连通 子 集 4zy 
使 rz, ye Azy CY, 则 Y 是 连通 的 . 

3.2.6 证 明 : 欧 氏 平面 R? 中 所 有 至 少 有 一 个 坐标 为 有 理 数 的 点 构成 的 集合 是 连通 子 集 . 

3.2.7 设 X 是 连通 空间 , 映射 f : X 一 Y 是 既 开 且 闭 的 . 试问 : (XX) 是 否 是 拓扑 空间 
Y 的 连通 子 集 ? 

3.2.8 设 p:X 一 了 是 商 映 射 . 证 明 : 车 每 个 p-1(y)(Vy EY) 是 连通 的 , 并 且 Y 也 是 
连通 的 , 则 X 是 连通 的 . 


3.3 道路 连通 性 


作为 连通 性 的 继续 , 本 节 讨 论 三 类 相关 的 连通 性 : 道路 连通 性 、 局 部 连通 性 与 
局 部 道路 连通 性 . 本 节 中 记 工 = [0,1] 为 单位 闭 区 间 . 

定义 3.3.1 设 X 是 拓扑 空间 , z,y e X. 如 果 存 在 连续 函数 站 :了 一 X, 使 得 
f(0)=zx 且 f(1)=y, 则 称 了 是 XX 中 从 zx 到 y (或 连接 x 与 y) 的 一 条 道路 . 如 果 
X 中 的 任意 两 点 都 存在 X 中 连接 它们 的 一 条 道路 , 则 称 X 是 道路 连通 空间 . 

定理 3.3.1 若 X 是 道路 连通 空间 , 则 X 是 连通 空间 . 

证 明 设 4 与 B 是 久 的 分 割 . 取 xe 4,wyeB, 由 XX 的 道路 连通 性 , 存在 从 
z 到 y 的 道路 f :I 一 XX. 由 于 了 工 是 连通 的 且 f 连续 , 所 以 f(7) 是 X 的 连通 子 集 . 
根据 引 理 3.2.2, f(T) Cc 4 或 f(1) c B. 这 与 f(0) =xe 4, f(1)==yeB 矛盾 . 
此 , X 是 连通 空间 . 

连通 空间 不 一 定 是 道路 连通 的 . 

例 3.3.1 拓扑 学 家 的 正弦 曲线 . 

设 


S={(x,y) ER :y=sin(l/z), 0<z<1} 


具有 R? 的 子 空间 拓扑 . R? 的 子 空 间 5= SU ({0} x [1,1]) 称 为 拓扑 学 家 的 正弦 
曲线 . 

易 验 证 , 5S 是 道路 连通 空间 . 由 定理 3.3.1, 5 是 连通 的 . 再 由 定理 3.2.4, 5 也 
是 连通 的 . 往 证 5 不 是 道路 连通 的 . 

假设 f : I 一 5 是 一 条 连接 原点 0 = (0, 0) 与 S 中 的 某 一 点 的 道路 , 使 
f(0) = 0, f(1) es 5, 则 集合 4 = {teE 了 : f(t) € {0} x [-1,1]} 是 了 的 闭 子 集 . 令 
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c=sup4, 则 ce A4 且 c<1, 那么 g= flie:[c,1] 一 5 连续 , g(c) € {0} x [1,1]， 
且 当 te (c,1] 时 , g(t) es 5, 见 图 3.3.1. 


记 g(t) = (z(，y(t)), te [c,1]. 根据 定理 2.5.4, 函数 z,y 在 [c,1] 上 连续 ， 
zx(c) =0 且 当 te (c,1] 时 , z(t) > 0, y(t) = sin(1/zx(t))， 取 定 区 间 (c,1) 中 收敛 
于 e 的 递减 序列 {c,}， 对 每 个 ne ZN, 选取 wj, 满足 : zfel = 0 < un < x(en) 
且 sin(1/wun) = (1)*. 因为 z(t) 在 [ccn] 上 连续 , 根据 定理 3.2.7 ( 介 值 定理 ), 存 
在 t 满足 : c < 如 < cn, z(tn) = un， 于 是 , 序列 {t} 收敛 于 c, 而 以 y(tn) = 
sin(1/zx(tn)) = (一 1)” 作 为 通 项 的 序列 不 收敛 . 这 与 y(t) 的 连续 性 矛盾 . 

对 于 不 连通 或 不 道路 连通 的 空间 , 我 们 可 讨论 它 的 具有 特定 性 质 的 连通 或 道路 
连通 的 子 空 间 . 

定义 3.3.2 设 X 是 拓扑 空间 , x e X. 如 果 对 x 的 每 个 邻 域 0, 存在 x 的 连 
通 (道路 连通 ) 的 邻 域 V 使 得 Vc U, 则 称 X 在 点 z 是 局 部 连通 (局 部 道路 连通 ) 
的 . 如 果 X 在 它 的 每 一 点 是 局 部 连通 (局 部 道路 连通 ) 的 , 则 称 X 是 局 部 连通 (局 
部 道路 连通 ) 空间 . 

易 证 , 对 ze X, 拓扑 空间 X 在 x 局 部 连通 (局 部 道路 连通 ) 当 且 仅 当 x 的 所 
有 连通 (道路 连通 ) 的 邻 域 组 成 x 在 X 中 的 邻 域 基 . 显然 , 局 部 道路 连通 空间 是 局 
部 连通 空间 . 

例 3.3.2 连通 (道路 连通 ) 性 和 局 部 连通 (局 部 道路 连通 ) 性 是 互 不 蕴含 的 . 

(1) 局 部 道路 连通 而 非 连通 的 空间 . 

X = [-10)U(0,H 作为 实 空间 R 的 子 空间 是 局 部 道路 连通 的 , 但 不 连通 . 

(2) 道路 连通 而 非 局 部 连通 的 空间 . 

梳 空间 是 集 


C=(Ix{0DU(({0U {lI/n:neZ)) x7) 


赋予 R? 的 子 空间 拓扑 . 
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易 知 , C 是 道路 连通 的 . 往 证 C 不 是 局 部 连通 的 . 

取 p= (0,1)€ 0, 在 RR? 中 取 z 的 邻 域 O= B(p,1/4). 令 UVU=ONnC, 则 UU 是 
C 中 包含 p 的 开 集 , 见 图 3.3.2. 设 VcCU 是 pb 的 任意 一 个 邻 域 . 选取 ne Z+ 满足 
(1/(n 十 1),1), (LT ET, 再 取 实 数 7 满足 1/m+1H <r<lmm 令 


A=|[(-o0,7) x RINV, B= |[(7,+00) x RINTV, 


那么 4 与 B 是 V 的 分 割 , 因此 V 不 连通 . 因而 , C 不 是 局 部 连通 的 . 


图 3.3.2 


引 理 3.3.1 设 X 是 拓扑 空间 , ze X. 若 书 是 X 的 包含 点 z 的 所 有 连通 子 
集 (道路 连通 子 集 ) 的 并 , 则 P 是 X 的 极 大 连通 ( 极 大 道路 连通 ) 的 子 集 . 

证 明 ”对 于 连通 性 的 情形 , 由 引 理 3.2.3, P 是 X 的 连通 子 集 . 对 于 道路 连通 性 
的 情形 , 设 y,z es 已, 则 存在 X 的 道路 连通 子 集 P,，P, 满足 {x,y} Cc PP,, {zx,z} C 
P. 于 是 分 别 存 在 P 中 从 xz 到 yy, 从 zz 到 zz 的 道路 和 yg. 定义 函数 :I 一 XX 为 


2 f(1—2t), 0<t<1/2, 
| gt-1), 1/2<t<g1, 


则 (0) = vy, h(1) = z. 因为 h(1/2) = 1(0) = g(0), 由 定理 2.4.4 的 (5) ( 粘 接 引 理 ) 
h 是 连续 的 , 所 以 天 是 和 中 从 y 到 > 的 一 条 道路 . 从 而 , P 是 义 的 道路 连通 子 集 . 

另 一 方面 , 设 8 是 XX 的 连通 (道路 连通 ) 子 集 且 PcQ. 由 xeP 知 zeQ. 
由 PP 的 定义 , 8 Cc P, 从 而 P= 9, 即 P 是 极 大 的 . 

上 述 已 称 为 X 的 连通 分 支 (道路 连通 分 支 ), 有 理 数 空间 Q 的 每 个 连通 分 支 
是 单 点 集 . 易 验 证 , 对 ze X, X 中 含有 点 z 的 道路 连通 分 支 含 于 X 中 含有 点 z 的 
连通 分 支 . 拓扑 空间 都 是 它 的 两 两 互 不 相交 的 连通 分 支 (道路 连通 分 支 ) 的 并 ( 见 
习题 3.3.2). 
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定理 3.3.2 拓扑 空间 X 是 局 部 连通 (局 部 道路 连通 ) 空间 当 且 仅 当 X 的 任 
何 一 个 开 集 U 的 每 个 连通 分 支 (道路 连通 分 支 ) 在 X 中 是 开 的 . 

证 明 设 X 是 局 部 连通 (局 部 道路 连通 ) 的 空间 . 设 U 是 X 的 开 集 ,C 是 U 
的 连通 (道路 连通 ) 分 支 . 对 每 个 ze C c U, 存在 x 的 连通 (道路 连通 ) 的 邻 域 VV 
使 得 ze 人 CC. 由 于 C 是 UV 中 的 连通 (道路 连通 ) 分 支 , 于 是 VW Cc C. 因此 , C 
是 X 中 的 开 集 . 

反之 , 设 X 的 任何 一 个 开 集 的 每 个 连通 (道路 连通 ) 分 支 在 X 中 是 开 的 . 对 
每 个 zeX 及 zx 的 每 个 开 邻 域 U, 令 C 是 7 中 包含 x 的 连通 (道路 连通 ) 分 支 ， 
由 假设 , C 是 X 中 连通 (道路 连通 ) 的 开 集 , 且 z se C Cc U. 因此 , X 是 局 部 连通 
(局 部 道路 连通 ) 的 . 

定理 3.3.3 ”局 部 道路 连通 的 空间 中 的 连通 分 支 与 道路 连通 分 支 是 相同 的 . 

证 明 设 X 是 局 部 道路 连通 空间 . 让 P, C 分 别 是 X 的 道路 连通 分 支 和 连通 
分 支 上 且 PnC 关 gg. 显然 , PC C. 如 果 PzC, 令 


Q=U{P':P' 是 XX 中 的 道路 连通 分 支 , PP 有 PNC#@)， 


则 8 关 g 且 QcC. 于 是 ,C= PUQ. 因为 X 是 局 部 道路 连通 的 , 根据 定理 3.3.2， 
X 的 每 个 道路 连通 分 支 是 X 中 的 开 集 . 因此 , P 与 8 都 是 X 中 的 开 集 且 它们 是 
C 的 分 割 . 这 与 C 的 连通 性 矛盾 , 所 以 P=C. 

由 此 , 如 果 X 是 局 部 道路 连通 空间 , 则 X 是 连通 的 当 且 仅 当 X 是 道路 连通 


的 . 

例 3.3.3 7 维 欧 氏 空间 R" 是 局 部 道路 连通 的 . 

对 任意 的 x e R" 及 任意 的 s > 0, x 的 球形 邻 域 B(z,s) 是 道路 连通 的 . 事实 
上 , 对 任意 的 y,z e B(z,e), 令 (j= 专 十 (1 一)jz, te 了 则 函数 :TT 一 B(x,e) 是 
连接 > 与 y 的 一 条 道路 . 

由 定理 3.3.3, R” 的 任何 一 个 开 集 中 的 连通 分 支 与 道路 连通 分 支 相 同 . 


3.3.1 证明: 连续 映射 保持 道路 连通 性 . 

3.3.2 ”拓扑 空间 X 的 所 有 连通 (道路 连通 ) 分 支 是 互 不 相交 的 连通 (道路 连通 ) 子 空间 ， 
它们 的 并 等 于 X 且 X 中 的 每 个 连通 (道路 连通 ) 子 空间 仪 与 一 个 连通 (道路 连通 ) 分 支 相交 . 

3.3.3 证 明 : 有 限 个 局 部 道路 连通 空间 的 积 空间 仍 是 局 部 道路 连通 空间 . 

3.3.4 拓扑 空间 X 的 每 个 连通 (道路 连通 ) 分 支 是 X 的 开 子 集 吗 ? 是 闭 子 集 吗 ? 

3.3.5 证 明 : 拓扑 学 家 的 正弦 曲线 5 ( 见 例 3.3.1) 不 是 局 部 连通 的 空间 . 

3.3.6 证 明 : 若 4 为 R? 的 可 数 子 集 , 那么 R? - 4 是 道路 连通 的 . 
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3.3.7 ”局 部 连通 空间 中 的 连通 分 支 是 否 与 道路 连通 分 支 一 致 ? 72 赋予 字典 序 拓扑 称 为 有 
序 矩 形 , 记 为 及 . 试 分 析 及 具有 的 连通 性 . 


34 分 离 性 
拓扑 空间 中 的 分 离 性 反映 空间 中 点 与 点 、 点 与 闭 集 、 闭 集 与 闭 集 之 间 借助 邻 域 


或 开 集 的 不 相交 性 而 确定 的 拓扑 性 质 . 

定义 3.4.1 设 X 是 拓扑 空间 . 如 果 X 中 任意 两 个 不 同 点 的 每 一 点 都 有 一 个 
邻 域 不 包含 另外 一 个 点 , 则 称 X 满足 Ti 分 离 公理 或 XX 是 区 空间 . 

并 非 任 一 拓扑 空间 都 是 元 空间 . 设 X = {a, 中 , 赋予 拓扑 7+ = {9, {a}, 义 }, 则 
(X,7) 不 是 了 空间 . 

定理 3.4.1 对 拓扑 空间 X, 下 列 条 件 等 价 : 

(1)X 是 克 空间 ; 

(2) X 中 的 单 点 集 是 闭 集 ; 

(3) X 中 的 有 限 子 集 是 闭 集 . 

证 明 仅 证 (1) 与 (2) 的 等 价 性 ，(1) 之 (2). 对 每 个 x e X 及 任意 的 y e 
XX 一 {z}, 存在 y 的 邻 域 U0 使 得 x 4 U, 即 UnNn {zx} = 8@. 由 定理 2.3.3, y 4 {zx}. 从 
而 , {z} = {z}, 所 以 单 点 集 {zx} 是 闭 集 . 

(2) 全 (1). 对 任意 zy e X x 关 y, 单 点 集 {x} 和 {vy} 都 是 闭 集 , 所 以 x 的 邻 
域 一 {vy} 不 包含 y 且 y 的 邻 域 X - {zx} 不 包含 z, 所 以 (1) 成 立 . 

定理 3.4.2 设 X 是 见 空 间 . 若 4CX 且 zeX 则 z 是 4 的 聚 点 当 且 仅 


证 明 仅 证 必要 性 ， 如 果 存 在 x 的 一 个 邻 域 UV 仅 含 有 4 的 有 限 个 点 ， 则 
Zn(4=-{fzh 是 有 限 集 , 记 巨 =Vn(4=-{zh). 根据 定理 3.4.1, B 是 闭 集 , 于 是 
UN(X 一 B) 是 点 z 的 一 个 邻 域 且 它 与 4 一 {zx} 的 交 为 空 集 . 从 而 , > 不 是 4 的 聚 


定义 3.4.2 设 X 是 拓扑 空间 ,如 果 X 中 任意 两 个 不 同 点 有 不 相交 的 邻 域 ， 
则 称 X 满足 分 离 公理 或 XX 是 TT 空间 . TD 空间 也 和 常 称 为 Hausdorf 空间 . 

易 知 , Hausdorff 空间 是 了 空间 , 反之 未 必 成 立 . 

例 3.4.1 设 关 是 包含 无 限 个 元 素 的 有 限 补 空间 ( 见 例 2.1.3). 由 于 X 的 有 限 
集 都 是 闭 集 , 所 以 X 是 元 空间 . 而 X 中 任意 两 个 非 空 开 集 都 相交 . 事实 上 , 假设 
4, B 是 XX 的 两 个 非 空 开 集 , 则 XX 一 4, 一 B 都 是 有 限 集 , 所 以 


X-(ANB)=(X- AU(X-B) 


是 有 限 集 , 从 而 4 与 B 相交 . 因此 , X 不 是 Hausdorff 空间 . 
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证 明 设 X 中 的 序列 {zx} 收敛 于 x. 对 和 中 不 同 于 zx 的 点 yy, 设 U,V 分别 
是 z 与 y 的 不 相交 邻 域 . 存在 me Z+ 满足 当 n > m 时 , 有 ze U, 从 而 vz, 4V. 
因此 , {z%} 不 收敛 于 y. 

设 (X,d) 是 度量 空间 . 对 X 中 不 同 的 两 点 x, y, 记 26 = d(z,y) > 0. 易 验 证 ， 
B(x,6), B(y,6) 分 别 是 z, y 的 不 相交 的 邻 域 . 从 而 , 度量 空间 是 Hausdorf 空间 . 由 
定理 3.4.3, 度量 空间 中 的 收敛 序列 极限 唯一 . 

聊 , TD 分 离 公理 也 常 分 别称 为 厂 , To 分 离 性 , 它们 都 是 点 与 点 之 间 的 分 离 性 . 
在 了 空间 中 单 点 集 是 闭 集 . 作为 更 强 的 分 离 性 , 下 面 介 绍 点 与 闭 集 、 闭 集 与 闭 集 
之 间 的 分 离 性 . 

定义 3.4.3 设 X 是 碾 空间 . 

(1) 如 果 对 任意 的 ze X 及 X 中 不 包含 x 的 闭 集 书 存在 X 的 不 相交 的 开 集 
U,V 分 别 含有 z 与 了, 则 称 X 满足 正则 分 离 公理 或 X 是 正则 空间 . 

(2) 如 果 对 X 中 的 任意 不 相交 的 闭 集 4，B, 存在 X 的 不 相交 的 开 集 U,V 分 
别 含有 4，B, 则 称 X 满足 正规 分 离 公理 或 X 是 正规 空间 . 

正则 、 正规 分 离 公理 也 常 分 别称 为 正则 、 正 规 分 离 性 . 

易 知 , 正规 空间 是 正则 空间 , 正则 空间 是 Hausdorff 空间 . 定义 3.4.3 中 的 元 
空间 条 件 是 重要 的 . 例如 , 具有 平庸 拓扑 的 两 点 集 空间 满足 定义 中 除 五 之 外 的 其 
余 条 件 . 下 面 的 例子 说 明 存在 Hausdorff 的 非 正则 空间 , 至 于 正则 而 非 正规 空间 的 
例子 见 例 3.4.3. 

例 3.4.2 ”Smirnov 删除 序列 空间 及 Kx 是 Hausdorf 空间 , 但 不 是 正则 空间 . 

记号 同 例 2.2.4 的 (3)， 因 为 及 上 的 K 拓扑 细 于 通常 拓扑 , 而 通常 拓扑 是 
Hausdorff 的 , 所 以 Rk 是 Hausdorff 空间 . 往 证 Rx 不 是 正则 空间 . 

显然 , K = {1/n :ne Zi} 是 民 k 中 的 闭 集 且 0 4 K. 对 RRk 中 分 别 含 有 点 0 
和 闭 集 K 的 开 集 U,V, 取 定 ee > 0, 使 0e (-e,e) 一 KcCU. 再 取 定 meZ+ 满 
足 1/n<s, 这 时 1/Jne KcCV, 所 以 存在 开 区 间 (c,d) 使 得 1/ne (c,d) CV, 见 图 
3.4.1. 取 点 z E Rk 使 得 maxf{c,1/(n+1)} <z<1/n, 则 ze ((-e,e)—K)N(c,d) Cc 
UNV. 从 而 ,VCn7XC. 故 Rk 不 是 正则 空间 . 


é a 


a 0 1/m b 


图 3.4.1 


定理 3.4.4 若是 也 空间 , 则 X 是 正则 的 当 且 仅 当 对 任意 zeX 及 z 的 
任意 邻 域 U0, 存在 x 的 开 邻 域 了 使 得 VcU. 
证 明 设 X 是 正则 空间 . 对 每 个 ze 和 及 z 的 任意 邻 域 ID 则 ze UCU. 
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令 下 =X-Uo, 则 已 是 X 的 闭 集 且 zg&R 由 X 的 正则 性 , 存在 X 的 不 相交 开 
集 V 和 WW 分 别 含 有 xz 和 FF. 于 是 ,VCX-W=X-WcX-rFcU. 

反之 , 设 ze X, 是 X 中 不 包含 x 的 闭 集 . 令 UVU=X- 了 f, 则 U 是 zx 的 开 
邻 域 . 根据 定理 的 假设 , 存在 x 的 开 邻 域 本 使 UCUiCcU. 令 V=XX-Ti, 则 
V 是 文中 的 开 集 且 f=XX-UVCX-0Vi=V. 易 知 ,VNUV= .由 于 XX 是 元 
空间 , 所 以 X 是 正则 的 . 

与 定理 3.4.4 类 似 , 正规 性 有 下 列 刻画 (见习 题 3.4.5). 

定理 3.4.5 若是 多 空间 , 则 X 是 正规 的 当 且 仅 当 对 X 中 的 每 个 闭 集 书 
及 包含 的 任意 一 个 开 集 U, 存在 包含 已 的 开 集 VV 使 得 VCU. 

在 我 们 所 接触 的 拓扑 空间 中 哪些 是 正规 空间 ? 下 面 将 说 明度 量 空间 和 良 序 空 
间 都 是 正规 空间 . 

定理 3.4.6 度量 空间 是 正规 的 . 

证 明 设 (X,d) 是 度量 空间 ， 显 然 , X 是 空间 . 设 A4 和 BB 是 久 中 不 
相交 的 闭 集 . 对 每 个 we A Cc XB, 由 于 XB 是 开 集 , 存在 e。> 0, 使 得 
B(a,2a4) C 一 B, 因而 B(a,2s6) 巾 B=. 同 理 , 对 每 个 be B, 存在 es > 0, 使 得 
Bl(b,2es)NA= YS. 


令 


C= (JB (a, &a), = |()B( (b, sb)， 


a€A beEB 


则 7 和 了 是 分 别 包 含 4 和 B 的 开 集 . 往 证 UNnV = gg. 如 果 存 在 ze UNV, 则 
存在 ae 4 和 be B, 使 得 ze B(a,es) 咯 Bb,es), 所 以 


d(a,b) < d(a,z) + d(z,b) < sa ep. 


不 妨 设 eo < so, 则 d(a,5) < 2e6, 从 而 ae B(b,2es), 这 与 B(b,2e6) 赂 4 = % 矛盾. 
因此 , ZnY = G. 这 就 证 明了 X 是 正规 空间 . 

定理 3.4.7 良 序 空间 是 正规 的 . 

证 明 设 (X,， <) 是 具有 序 拓扑 的 良 序 集 . 

首先 , 证 明 对 任意 的 xz,y e XX 且 x <y, 形 如 (zx,yl 的 区 间 是 X 的 开 集 . 事实 
上 , 如 果 vy 是 X 的 最 大 元 , 则 (x,y| 是 X 的 基 元 素 ; 如 果 y 不 是 X 的 最 大 元 , 则 
(z,y] = (zx,y) 是 X 的 开 集 , 其 中 wy 是 y 的 紧 接 后 元 . 

其 次 , 证 明 X 的 正规 性 . 易 知 , X 是 隐 空间 . 设 4, B 是 X 中 不 相交 的 非 空 
闭 集 . 记 ao 是 X 的 最 小 元 . 

(1) 设 ao¢ AUB. 

对 任意 的 ae A C XX-B, 因为 X-B 是 开 集 , 存在 x。< a 使 得 (xo,a] C XB, 
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即 (zu,aln = gg. 同 理 , 对 任意 的 be B, 存在 vy。 <5b 使 得 (ys,0nA4=g. 令 


U= ()(ra,a, V= 由 
a€A bE€EB 

则 DV 和 VV 是 X 中 分 别 包 含 4, B 的 开 集 . 往 证 UNnV= 9%. 

如 果 存 在 z e UNnV, 则 存在 a e 4, be B 使 得 z € (zo,aj 阁 (wy, 有 不妨 设 
a <b, 则 yo<z<a<b, 这 与 (w%,0|n A= 矛盾 . 

(2) 设 aoe AUB. 

不 妨 设 oo se 4, {ao} 是 X 中 既 开 且 闭 的 集合 , 则 4 - {ao} 与 B 是 X 中 不 相 
交 的 闭 集 . 由 (1), 存在 X 中 不 相交 的 开 集 V' 和 V' 分 别 包含 A 一 {ao} 和 B. 令 


U=U Ut{a0}, V=V - {a0), 


则 UV 和 V 是 X 中 分 别 包 含 4, B 的 不 相交 的 开 集 . 

综 上 所 述 , X 是 正规 空间 . 

一 般 地 , 序 拓扑 空间 是 正规 的 , 证 明 见 文献 [4] 的 例 39. 

本 节 最 后 讨论 分 离 公理 的 两 种 运算 性 质 : 遗传 性 、 有限 可 积 性 . 设 夕 表示 拓 
扑 空间 的 某 种 性 质 . 如 果 具 有 性 质 多 的 拓扑 空间 的 每 个 子 空间 也 具有 性 质 多, 则 
称 多 是 遗传 性 或 具有 遗传 性 . 如 果 具 有 性 质 多 的 任意 有 限 个 拓扑 空间 的 积 空间 
也 具有 性 质 多, 则 称 多 是 有 限 可 积 性 . 

定理 3.1.4 表明 可 度量 性 是 遗传 性 , 定理 3.2.6 表明 连通 性 是 有 限 可 积 性 , 习题 
3.3.3 表明 局 部 道路 连通 性 是 有 限 可 积 性 . 

定理 3.4.8 ”五 、7Ts。 和 正则 分 离 公 理 都 具有 遗传 性 . 

证 明 仅 证 正则 分 离 公 理 具 有 遗传 性 . 设 X 是 正则 空间 , Y 是 X 的 子 空间 . 
首先 , 如 果 x e Y, 由 定理 3.4.1, 则 {zx} 是 X 的 闭 集 , 从 而 {zx} 是 Y 的 闭 集 , 所 以 
Y 是 元 空间 . 

其 次 , 设 yeY 及 4 是 Y 中 不 包含 y 的 闭 集 . 由 于 4 = cy4= ANnY, 所 
以 vy 4 A. 根据 X 的 正则 性 , 存在 X 中 不 相交 的 开 集 U,V 分 别 含 有 vy 和 有 44, 那么 
UNY 和 VnNY 是 Y 中 分 别 包 含 y 和 4 的 不 相交 开 集 . 从 而 Y 是 正则 空间 . 

定理 3.4.9 隐 、7Ts。 和 正则 分 离 公理 都 是 有 限 可 积 性 . 

证 明 仅 证 正则 分 离 公 理 是 有 限 可 积 性 . 设 拓 扑 空 间 Xi (Yi < n) 都 是 正则 空 
间 . 记 久 = TX 


C= 
首先 , 设 z = (zi1,7x2,… ,zn) EX. 因为 X; 是 也 空间 , 由 定理 3.4.1, 单 点 集 
{zi} 是 X; 的 闭 集 , 于 是 单 点 集 {(z1, x2,… ,zn)} 是 X 的 闭 集 (见习 题 2.5.3 (1)). 
因而 , X 是 元 空间 . 
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其 次 ,对 z=(ziza ,zcsX 及 z 在 X 中 的 任意 邻 域 D, 取 X 中 的 基本 
开 集 TI U;, 使 得 ze IT U; c UV, 其 中 每 个 Ui 是 X; 的 开 集 , i < n. 这 时 me UT， 
$= + 
由 于 X; 是 正则 空间 , 根据 定理 3.4.4, 存在 X; 的 开 集 Vi, 使 得 zx; € Vi CV; Cc Ui. 
令 V= Ts 则 V 是 XX 中 的 开 集 且 V= 条 二 (见习 题 2.5.3 (1)), 所 以 zeY Cc 
3 和 


VCU. 再 根据 定理 3.4.4, X 是 正则 空间 . 

对 于 正规 空间 , 定理 3.4.8、 定 理 3.4.9 均 不 成 立 . 

例 3.4.3 下 限 拓扑 空间 Ri 是 正规 的 , 但 它 的 积 空间 R? 不 是 正规 的 . 

先 证 , Ri 是 正规 空间 . 对 每 个 ce Ri, a 的 一 个 邻 域 基 元 形 如 [a,D), 其 中 a <&b. 
利用 定理 3.4.7 的 (1) 中 类 似 的 证 明 ，Ri 是 正规 空间 . 于 是 , Ri 是 正则 的 . 根据 定 
理 3.4.9, R? 是 正则 的 . 

再 证 , R? 不 是 正规 空间 . 为 了 方便 起 见 , 对 x € RR, n€ Z+, 记 


S(zx,1/n) = [zx, +1/n) x [-z, ~z+1/n) CR?. 


设 工 = {(z, 一 x) :ze 了 上 是 R? 的 闭 子 集 且 工 作为 R? 的 子 空间 具有 离散 
拓扑 . 对 每 个 4C 工 4 是 工 的 闭 子 集 , 也 是 R? 的 闭 子 集 . 令 


A={(z,—z)EeEL:reER-Q}, B=L-A4, 


则 4, B 是 R? 中 不 相交 的 闭 子 集 . 

设 U,V 是 R? 中 分 别 包 含 4, B 的 开 集 , 往 证 UNV 关 儿 . 从 而 , R? 不 是 正规 
的 . 

对 任意 的 (z, 一 x) e 4, 存在 wz es 24+ 使 得 (x, 一 x) 的 邻 域 基 元 S(z,1/nz) CU. 
令 


={reR—-Q:nz=n}, neZ, 


则 U 玉 = 民 一 Q. 记 d( 砍 ) 为 思 , 在 实 空间 民 


NEZD+ 


中 的 闭 包 . 由 例 2.3.2, RR 一 Q@ 关 U dl(), 于 是 存 


nEZ+4 
在 neZ, 和 geQNa(F，). 往 证 (gq, 一 q9) e U. 事 
实 上 , 对 (g, -9g) 在 R? 中 的 邻 域 基 元 5S(g,1/k), ke 
Z4, 存在 pe€ ,使 得 |p 一 gq| < 1/max{n,k}, 那么 
S(g,1/k)NMS(p,1/n) 关 % (图 3.4.2), 于 是 S(gq,1/k)Nn 
U 关 @, 所 以 (g,--g)e TU. 由 于 (g,-q)eBCV, 于 图 3.4.2 
是 UNVz8%. 
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本 例 可 以 达到 两 个 目的 : (1) 正则 空间 未 必 是 正规 的 ; (2) 两 正规 空间 的 积 空间 
未 必 是 正规 的 ，R? 称 为 Sorgenfrey 平面 . 作为 一 般 拓扑 学 的 一 个 著名 例子 , 它 是 
1947 年 由 及 . H. Sorgenfrey ( 美 , 1915~1996) 引入 的 . 

关于 正规 空间 的 子 空间 未 必 是 正规 空间 的 例子 见 例 3.6.2. 


习 题 3.4 


3.4.1 设 X 是 下 空间 . 证 明 : 如 果 X 有 基 只 有 有 限 个 元 素 , 则 X 是 仅 含 有 有 限 个 点 
的 离散 空间 . 

3.4.2 试问: 若 拓 扑 空 间 X 中 的 每 个 收敛 序列 有 唯一 的 极限 , 那么 X 是 否 是 To 空间 ? 

3.4.3 证明: X 是 Hausdorff 空间 当 且 仅 当 对 角 线 A = {(z,7z):XEX} 是 XxX 中 
的 闭 集 . 对 任 一 拓扑 空间 X, 如 何 用 分 离 性 刻画 XX x XX 一 和 中 的 点 ? 

3.4.4 证 明 : 7T2 分 离 公 理 具 有 遗传 性 和 有 限 可 积 性 . 

3.4.5 证 明定 理 3.4.5. 

3.4.6 证 明 : 正规 空间 的 每 个 闭 子 空间 是 正规 的 . 

3.4.7 设 p:X 一 Y 是 满 的 连续 闭 映射 . 证 明 : 若 X 是 正规 的 , 则 YY 也 是 正规 的 . 

3.4.8 拓扑 空间 X 称 为 完全 正规 的 , 如 果 X 是 TT 空间 且 X 的 每 个 子 空间 是 正规 的 ， 
即 X 是 遗传 的 正规 空间 . 证 明 : 四 空间 X 是 完全 正规 的 当 且 仅 当 X 中 的 每 一 对 隔离 集 4, B 
存在 不 相交 的 开 集 分 别 包含 着 它们 . 


3.5 Urysohn 引 理 与 Tietze 扩张 定理 


Urysohn 引 理 与 Tietze 扩张 定理 描述 正规 性 的 函数 刻画 , 它们 是 拓扑 学 中 最 
重要 的 经 典 结果 之 一 , 奠定 了 一 般 拓 扑 学 早期 发 展 中 最 重要 的 基础 . 本 节 介 绍 这 两 
个 定理 的 证 明 , 并 引出 完全 正则 空间 . 

定理 3.5.1 (Urysohn 引 理 , 1925) 设 X 是 正规 空间 . 若 4, B 是 X 中 不 相交 
的 闭 集 , 则 存在 连续 函数 f : X 一 [0,1], 使 得 当 xz € 4 时 , f(z) = 0; 当 xeB 时 ， 
f(z) =1. 

证 明 令 P= [0,1]nQ, 则 PP 是 可 数 集 . 记忆 = {pn :meZ+， P= 
{p1,p2,… pn}, 其 中 pi ==1, pz=0, neZi. 

(1) 对 任意 的 ge Q, 存在 X 中 的 开 集 VU 满足 : 


当 p,gqeQ@ 且 p<g 时 ,有 Uc Co (3.5.1) 


首先 , 通过 对 ne Z| 在 PB, 上 归纳 构造 满足 条 件 的 开 集 族 . 令 矿 = 和 -了 B， 
则 如 是 XX 的 开 集 上 且 4 c Ui. 根据 定理 3.4.5, 存在 X 的 开 集 Co, 使 得 Ac Uc 
Uo CUi. 
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假设 对 马 , (n > 2) 中 的 每 一 点 p, 已 定义 了 开 集 U0 满足 (3.5.1). 现在 , 集合 
PH = PiU {pn+1} 是 区 间 [0,1] 的 有 限 子 集 且 有 由 实数 集 上 通常 的 序 关 系 < 给 
出 的 全 序 . 因为 pn+l 既 不 是 0 也 不 是 1, 所 以 pn 在 P41 中 有 紧 接 前 元 p 和 紧 
接 后 元 g, 且 已 定义 了 开 集 VU, 和 到 满足 Zu c Us， 由 定理 3.4.5, 存在 X 中 的 开 
集 到， 使 得 


UC UE Up CE Ug 


ntl 


从 而 , 对 已 + 中 的 每 个 元 素 p 都 定义 了 UU 且 (3.5.1) 成 立 , 见 图 3.5.1. 由 此 , 完 
成 了 归纳 证 明 . 


其 次 , 对 任意 的 ge Q@ 一 [0,1], 当 g <0 时 , 令 U=%; 当 g>1 时 , 令 U=XX. 
于 是 , 对 所 有 的 vsQ,， Us 已 经 定义 且 (3.5.1) 成 立 . 
(2) 定义 函数 f : X 一 [0,1] 满足 : 


当 zeUr 时, f(x)<r; 当 z¢U, 时, f(x) >z7. (3.5.2) 


对 每 个 ze X, 令 Q(z) = {ge Q :ze UU} 当 geQ 时 ,如果 g<0, 则 
gq 4 Q(z); 如 果 gq > 1, 则 gq € Q(x)， 因此, Q(z) 是 有 下 界 的 非 空 集合 . 定义 函数 
f:X—=[0,1] 为 f(x) = inf Q(x), x € X. 

下 面 验证 (3.5.2) 成 立 . 设 x e UD,. 对 任意 的 有 理 数 s > 7, 有 ze UU, C U,, 
而 se Q(z), 即 Q(z) 包含 所 有 大 于 > 的 有 理 数 . 于 是 , f(z) = inf Q(z) < 7. 另 一 
方面 , 设 z 4 Ui. 对 任意 的 有 理 数 s < ~ 有 Uc U, 因而 z& Us, 所 以 sg Q(zx)， 
即 Q(x) 不 包含 所 有 小 于 7 的 有 理 数 . 于 是 , f(z) = inf Q(x) >7. 

(3) 函数 f 满足 定理 的 要 求 . 

如 果 ze 4, 则 zze DUo, 由 (3.5.2), f(x) < 0, 因此 f(x) = 0. 如 果 xe B, 则 
zi, 由 (3.5.2), f(z) > 1 因此 f(x)=1. 往 证 了 连续 . 由 定理 2.4.4 的 (2) 和 定 
理 2.1.6, 内需 证 明 : 若 zo e X, 则 f :一 RR 在 点 zo 连续. 

设 f(z0) es (c, q), 存在 p, ge Q, 使 得 c <p< f(z0)<q<d. 令 U= UD,, 
则 过 是 和 中 的 开 集 . 因为 f(z0) < gq, 由 (3.5.2), zo € Us; 又 因为 f(xo) > p, 由 
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(3.5.2), zo 4 U0. 因此 , zo € Us 一 Uj, 即 U 是 zo 的 开 邻 域 . 

设 zeU. 因为 ze UCcUTo, 由 (3.5.2), f(x) < g; 又 因为 x 4 0,, 由 (3.5.2)， 
f(z) > p. 因而 , f(x) € Ip, q] c (ec qd). 于 是 , f(U) c (ce, 中, 故 f 在 zo 连续 . 

显然 , 把 Urysohn 引 理 中 的 区 间 [0, 1] 换 成 任意 的 闭 区 间 [a,9], 相应 的 结果 一 
样 成 立 . 

定义 3.5.1 设 X 是 拓扑 空间 , 4,B Cc X. 如 果 存 在 连续 函数 f :XX 一 [0,1]， 
使 得 当 z e 4 时 , f(z) = 0; 当 z € B 时 , f(z) = 1 则 称 4 与 B 能 用 连续 函数 
分 离 . 

当 连 续 函 数 f : X 一 [0,1] 分 离 拓扑 空间 X 中 的 子 集 4 与 B 时 , 集合 
-1([0,1/2)), f-1((1/2,1]) 是 X 中 分 别 包含 4 与 B 且 不 相交 的 开 集 . 由 Urysohn 
引 理 , “拓扑 空 间 X 中 任意 两 不 相交 的 闭 集 能 用 不 相交 的 开 和 集 分 离 ”( 即 , 能 用 不 相 
交 的 开 和 集 分 别 包含 着 它们 ) 等 价 于 “X 中 任意 两 不 相交 的 闭 集 能 用 连续 函数 分 离 ”. 

定义 3.5.2 设 X 是 网 空 间 . 如 果 对 任意 ze 和 及 X 中 任意 不 包含 z 的 闭 
集 4, {z} 与 4 能 用 连续 函数 分 离 , 则 称 X 满足 完全 正则 分 离 公理 , 也 称 X 是 完 
全 正则 空间 或 Tychonoff 空间 . 

显然 , 由 Urysohn 引 理 , 正规 空间 是 完全 正则 空间 ; 完全 正则 空间 是 正则 空间 . 
于 是 , 完全 正则 性 是 介 于 正则 性 与 正规 性 之 间 的 一 种 分 离 性 质 . 

定理 3.5.2 完全 正则 性 是 遗传 性 和 有 限 可 积 性 . 

证 明 仅 证 有 限 可 积 性 , 遗传 性 留 作 练习 (见习 题 3.5.4). 

设 {Xijisssn 是 完全 正则 空间 的 有 限 族 . 记 积 空间 X = ]] Xi. 易 知 , X 是 


dn 


空间 . 
设 a = (aa ,anjeX 及 X 中 任意 一 个 不 包含 a 的 闭 集 4. 因为 we 
X - 4, 存在 积 空间 X 中 的 基本 开 集 U = JI Ui 使 得 a e UV c X 一 4, 其 中 每 个 
i 


U; 是 X; 的 开 集 ， 对 每 个 i < n, 由 a; € Ui 及 Xi; 的 完全 正则 性 , 存在 连续 函数 
所 :Xi 一 [0,1] 使 得 fi(ai) = 1 且 f(Xi; 一 羽 ) C {0}. 令 zt: 一 XX; 是 投射 , 并 令 
pi = foTi:X 一 [0,1], 则 yp; 连续 且 yi(a)=1. 

定义 函数 上 :和 一 [0,1] 为 f(z) = pi(z)p2(7)…pn(z), zeX 则 三 连 
续 且 f(a) = 1 当 ze4 时 ,由 于 z& U, 存在 ; < n 使 得 xz; 4 U;,， 从 而 
pj(z) = f(x;) = 0, 于 是 f(x) = 0. 这 就 证 明了 X 是 完全 正则 空间 . 

例 3.5.1 下 限 拓扑 空间 Ri 的 积 空间 R? 是 非 正 规 的 完全 正则 空间 . 

由 例 3.4.3, Ri 是 正规 空间 , 但 是 R? 不 是 正规 空间 . 由 于 Ri 是 完全 正则 空间 ， 
根据 定理 3.5.2, R? 是 完全 正则 空间 . 

正则 而 非 完 全 正则 空间 的 例子 , 读者 可 见 文献 [2] 的 例 1.5.9 或 [5] 的 例 2.4.1. 

作为 Uryhohn 引 理 的 应 用 , 下 面 证 明 著 名 的 扩张 定理 . 
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定理 3.5.3 (Tietze 扩张 定理 , 1925) 设 X 是 正规 空间 . 若 4 是 X 的 闭 子 集 ， 
则 任何 连续 函数 1 : 4 一 a, 都 存在 连续 扩张 9: X 一 [0s 

证 明 (1) 对 实数 7 > 0, 若 函 数 f : 4 一 [-m7] 连续 , 则 存在 连续 函数 9 : X 一 
[7/3,7/3], 使 得 当 x e 4 时 , |f(x) -g(x)| < 27/3. 

将 区 间 [7,7] 三 等 分 . 令 


=[-7,—7/3], 1 =|[-7/3,7/3], 万 = |r/3,7)], 
及 B= 六 IC = f71(13). 因为 f 连续 , 所 以 B 与 C 是 4 中 不 相交 的 闭 集 ， 
从 而 它们 也 是 X 中 不 相交 的 闭 集 , 见 图 3.5.2. 根据 Urysohn 引 理 , 存在 连续 函数 


9 :一 [7/3,7/3], 使 得 当 x eB 时, g(x) = -7r/3; 当 zecC 时 , g(x) =7/3. 于 是 ， 
对 任意 的 zx e XX, 有 |g(z)| 和 7/3 且 对 任意 的 zs 4, 有 |f(x) -9(z < 27/3. 


由 于 线性 变换 t= [2s 一 (a 十 四 |/(5 一 a) 可 以 变换 [4,9 为 [~1,1, 因此 不 妨 设 
[a, 9] = [—1, 1]. 

(2) 构造 连续 函数 9 :X 一 [-1,1] 使 得 ga = 了 . 

由 于 函数 f : 4 一 [-1,1] 连续 , 由 (1), 存在 连续 函数 gi : X 一 [1/3,1/3], 使 
得 

|f (2) — gi1(7)| < 3 7 E 4. 

函数 一 gi : 4 一 [-2/3,2/3] 连续 , 由 (1), 存在 连续 函数 ga : X 一 [-2/3?,2/3， 

使 得 
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用 同样 的 方法 , 对 7 = (2/3)"*-! 及 连续 函数 f 一 (gi 十 gz 十 … 十 gn_1); 应 用 (1)， 
可 定义 连续 函数 rn : XX 一 [一 2"-1/3”,2m?-1/3"], 使 得 


1O 一 oo 二 oa(o) 一 … mo < (3) ， 人 


归纳 地 , 对 每 个 ne Z|, 函数 go。 有 定义 . 对 上 述 得 到 的 连续 函数 列 {on} 及 
mnEZ+, 定义 函数 S, :和 一 以 为 


则 Su(z) 在 X 上 连续 . 由 于 每 个 lg(z)| < 2"-1/3", 且 数 值 级 数 2 2"-1/3" 收敛 


所 以 函数 项 级 数 学 gn(z) 在 X 上 一 致 收敛 , 即 函数 列 {Sa(z)} 在 X 上 一 致 收 伍 
记 g(z) 为 其 极限 函数 , 即 


由 定理 3.1.8, 函数  : X 一 [-1,1] 连续 . 
对 每 个 ze 4, 有 


Ha-&I=MO-oao-oa- -mals(3) ， 


所 以 Sn(z) 收敛 于 f(x). 因此 , 对 xe 4, 有 f(z) = g(x), 即 g 是 f 的 连续 扩张 . 

由 Tietze 扩张 定理 , 可 立刻 导出 Urysohn 引 理 . 

推论 3.5.1 设 X 是 正规 空间 . 若 4 是 X 的 闭 子 集 , 则 任何 连续 函数 f :A 一 
R 都 存在 连续 扩张 g: X 一 下. 

证 明 因为 arctan f 是 4 上 的 有 界 连续 函数 , 满足 | arctan f| < x/2. 由 定理 
3.5.3, 存在 arctan 在 X 上 的 连续 扩张 5, 使 |5| < /2. 置 G= {z:|15(z)| = /2)}， 
则 G 是 X 的 闭 集 且 与 4 不 相交 . 由 Urysohn 引 理 , 存在 X 到 [0,1] 的 连续 函数 
2 使 ol4) cf wp(G) c {0}. 置 8' = yo.5, 则 6B' 是 XX 上 的 连续 函数 , 使 
| 有 | < mr/2 且 有 8(z) = arctan jz ze4. 所 以 =tan 有 是 上 在 X 上 的 连续 扩 
张 . 


习 题 3.5 


3.5.1 在 度量 空间 (X,d) 上 , 对 X 中 不 相交 的 闭 集 4 与 B, 令 
二 d(x, A) 
A 


;XEX. 


3.6 紧 性 A 


此 , 在 度量 空间 条 件 下 给 出 Urysohn 引 理 的 一 个 直接 证 明 . 
3.5.2 分析 定理 3.5.1 的 证 明 , 试 证 : 对 任意 的 实数 x 和 有 理 数 p，q, 有 


f(r)= (5 
g>r p<r 
3.5.3 证明: 多 于 一 点 的 连通 的 正规 空间 是 不 可 数 的 . 
3.5.4 证 明 : 完全 正则 性 是 遗传 性 . 
3.5.5 设 是 正规 空间 X 的 闭 子 集 下 到 了”(I = [0,1], me2Z+) 内 的 连续 映射 . 证 明 : 
f 可 以 连续 地 扩张 到 X 上 . 
3.5.6 ”证明 : Niemytzki 半 平 面 ( 见 例 2.2.7) 是 完全 正则 空间 , 但 不 是 正规 空间 . 


3.6 紧 人 性 


实数 连续 性 定理 中 的 Borel 有 限 履 盖 定理 所 揭示 的 闭 区 间 的 性 质 , 在 一 般 拓 扑 
学 中 称 为 紧 性 . 紧 性 在 拓扑 学 的 研究 中 占据 核心 的 地 位 , 其 思想 与 方法 是 一 般 拓扑 

定义 3.6.1 设 X 是 拓扑 空间 , x 是 X 的 子 集 族 . 如 果 2 = X, 则 称 .xx 
覆盖 X, 或 称 of 是 X 的 覆盖 . 如 果 .vx 的 每 个 元 素 是 X 的 开 子 集 , 则 称 ox 是 久 
的 开 履 盖 . 

设 x 是 久 的 覆盖 . 如 果 x 的 子 族 ow 也 是 X 的 覆盖 , 则 称 oj 是 xy 的 子 履 
盖 . 如 果 om 的 元 素 还 是 有 限 (或 可 数 ) 的 , 则 称 1m 是 of 的 有 限 (或 可 数 ) 子 履 盖 . 

定义 3.6.2 设 X 是 拓扑 空间 . 如 果 X 的 每 个 开 履 盖 都 有 有 限 子 覆盖 ,， 则 称 
X 是 紧 空 间 . 

先 看 几 个 简单 的 例子 . 

例 3.6.1 (1) 平 良 空间 是 紧 空 间 . 

(2) 离散 空间 是 紧 空 间 当 且 仅 当 它 是 有 限 的 空间 . 

(3) 实 空间 R 不 是 紧 空 间 . 因为 2f = {(--n,n) :ne Z4} 是 RR 的 开 和 覆盖 ,但 . 久 
的 任意 有 限 子 族 om = {( 一 ni,ni) : 1 < i < 有} 都 不 能 覆盖 民 . 因此 , oz 没有 有 限 子 
覆盖 . 

(4) 基 = {0}U {1/n :neZi} 作为 R 的 子 空间 是 紧 的 . 设 x 是 X 的 任意 开 
覆盖 , 存在 Uo e x 使 得 0 es Uo. 存在 m es 2 , 使 得 当 > mm 时 有 1/neUo. 对 
1 <igm, 存在 Ui€ oY 使 得 1fie Ui 令 = {Uo,Ui,… ,Um}, 则 % 是 vv 的 
有 限 子 履 盖 . 

设 Y 是 拓扑 空间 X 的 子 空间 . 如 果 Y 作为 拓扑 空间 是 紧 空间 , 则 称 和 是 和 X 
的 紧 子 集 . 由 例 3.6.1 的 (4), {oyU{flLn :ne2Z} 是 及 的 紧 子 集 . 
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定理 3.6.1 车 (X，<) 是 具有 上 确 界 性 质 的 全 序 集 , 则 序 拓 扑 空间 X 的 每 个 
闭 区 间 是 紧 的 . 

证 明 设 [a,9] 是 X 的 闭 区 间 . 设 of 是 子 空间 [a,4] 的 任意 一 个 开 覆 盖 . 

(1) 如 果 z s [a, 5), 则 存在 ys (z, 引 使 得 [x,y 可 由 7 的 至 多 两 个 元 素 覆 盖 ， 

因为 xy 是 [a,0] 的 开 和 覆盖 , 存在 4 e yf 使 得 ze 4. 由 于 zz#fb 且 4 是 开 的 ， 
存在 ce [a,0], 使 得 [z,c) C 4. 如 果 (zc) = 2 取 y= ec 则 [zy 仅 有 两 点 , 它 可 
用 zy 的 至 多 两 个 元 覆盖 . 如 果 (x,c) 关 @, 取 ye (xz,o), 则 [zx,y| Cc [z,c) c 4, 于 是 
[z,y] 被 ox 中 的 一 个 元 素 4 覆盖 . 


令 


C = {ye (a, 中 : [a,y] 能 被 w 中 的 有 限 子 族 覆盖 }. 


由 (1), C 关 8, 且 C 是 有 上 界 的 集合 , 所 以 C 有 上 确 界 . 令 c=supC, 则 a<c<b. 

(2) ce C, 即 [wo 能 被 x 的 有 限 子 族 覆 盖 . 

因为 ce (oa 中, 存在 A e wy 使 得 ce 4. 又 由 于 4 是 [wj 中 的 开 集 , 存在 
delai 使 得 (dcl c 4. 如 果 c&cC, 由 C 的 定义 , 则 (walncC = 98. 这 与 c 的 上 
确 界 性 质 矛 盾 . 故 ce C. 

(3) c= 几 即 [a,0] 能 被 x 的 有 限 子 族 履 盖 . 

假设 c<5b. 取 z = ec 利用 (1), 存在 ye (c,0], 使 得 [cy] 可 用 x 中 至 多 两 个 
元 素 履 盖 . 由 (2), ye C. 这 与 c= sup C 矛盾 , 故 c=0. 

由 此 , 实 空间 R 中 的 每 个 闭 区 间 是 紧 的 . 

F 面 讨论 紧 子 空间 的 性 质 , 涉及 遗传 性 、 映 射 性 质 和 有 限 可 积 性 . 设 Y 是 拓扑 
空间 X 的 子 空间 . 如 果 .oy 是 X 的 子 集 族 且 YY cc jy 则 称 .ox 覆盖 六. 

引 理 3.6.1 如 果 站 是 拓扑 空间 X 的 子 空间 , 则 Y 是 紧 的 当 且 仅 当 由 X 中 
开 和 集 组 成 的 Y 的 每 个 覆盖 都 有 有 限 子 覆盖 . 

证 明 设 Y 是 紧 的 且 zy 是 由 X 中 开 集 组 成 的 了 的 覆盖 , 那么 w' = {7Zn4: 
A e x} 是 子 空 间 Y 的 开 和 覆盖 . 因此 , ex' 有 有 限 子 覆盖 {Y mn hi;}i<m. 于 是 , cz 的 
有 限 子 族 {Ai}i<m 履 盖 YY. 

反之 , 设 ov 是 子 空间 Y 的 开 和 覆盖 . 对 每 个 4 e xy, 存在 X 中 的 开 集 U4 使 得 
4A4=YNnUa. 因此 , Y= {U4 :4A ewY} 是 由 X 中 开 集 组 成 的 Y 的 覆盖 . 根据 假 
设 , 2 的 某 有 限 子 族 {U4,)i<n 覆盖 Y. 于 是 ,ex 的 有 限 子 族 {4i}i<n 覆盖 了 . 故 
Y 是 紧 的 . 

定理 3.6.2 ” 紧 空 间 的 每 个 闭 子 集 是 紧 的 . 

证 明 设 Y 是 紧 空间 XX 的 闭 子 集 . 若 of 是 由 X 中 开 集 组 成 的 Y 的 覆盖 , 则 
xuU{X-Y} 是 X 的 开 覆 盖 . 由 XX 的 紧 性 , 它 存在 有 限 子 覆盖 , 记 为 {A; € 2 : 
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1 <ig<m}U{X-- 了 7 了}. 因此 ,Yc ty 4i. 于 是 , zf 有 有 限 子 族 覆 盖 Y. 根据 引 理 
3.6.1, 是 紧 的 . 

紧 空 间 的 子 空间 不 一 定 是 紧 的 . 例如 , 在 例 3.6.1 的 (4) 中 , X = {0}U {1/n: 
neEZ+} 是 紧 的 , 但 它 的 子 空间 {1/n :me Z+} 是 无 限 的 离散 空间 , 所 以 不 是 紧 的 . 

让 X 是 无 限 集 , 赋予 有 限 补 拓扑 , 则 XX 是 元 的 紧 空 间 (见习 题 3.6.1). 显然 ， 
X 的 每 个 子 空 间 也 是 有 限 补 空间 (见习 题 2.4.5), 所 以 也 是 紧 空 间 , 但 是 X 的 真 闭 
子 集 都 是 有 限 集 . 从 而 X 的 紧 子 集 不 一 定 是 闭 的 . 但 对 Hausdorf 空间 , 情况 发 生 
了 变化 . 

引 理 3.6.2 ”如 果 4, B 是 Hausdorf 空间 X 中 不 相交 的 紧 子 集 , 则 存在 X 的 
开 集 U,V 使 得 A4cU, BCcV 有 UNV=&%. 

证 明 取 定 ze 4. 对 任意 的 ye B, 则 zz 关 y. 由 于 XX 是 Hausdorff 空间 , 存 
在 X 中 不 相交 的 开 集 U 及 WV 使 得 ze Uy 和 wyeW. 令 = {VW:yeB}, 则 
XY 是 XX 中 的 开 集 族 且 覆盖 B， 由 引 理 3.6.1, 存在 的 有 限 子 族 {V,}i<m 覆盖 
B. 令 UV = A Uy Ws 直 WW, 则 Us 和 VW 是 关中 分 别 包 含 x 与 B 的 不 相交 
开 集 . - 

现在 , 对 每 个 zx e A, 由 上 段 所 证 , 存在 X 中 不 相交 的 开 集 U,V 使 得 x < 
Ui, BCV. 令 人 Y={U:ze 4}), 则 多 是 XX 中 开 集 组 成 的 4 的 覆盖 .由 4 的 
紧 性 , 2 的 某 有 限 子 族 {U5}j<n 覆盖 4. 令 U= U Uz;,V = N Wj 则 UU 和 V 
是 X 的 不 相交 开 集 , 分 别 包含 4 和 B. 和 > 

定理 3.6.3” ”Hausdorff 空间 的 每 个 紧 子 集 是 闭 的 . 

证 明 设 Y 是 Hausdorff 空间 X 的 紧 子 集 . 对 每 个 ze XX 一 Y, 由 引 理 3.6.2， 
存在 X 中 不 相交 的 开 集 U,V 分 别 包 含 x 和 Y. 于 是 ,zeEUCX-VCX-Y. 
由 定理 2.1.1, X 一 Y 是 开 集 , 从 而 Y 是 闭 集 . 

根据 定理 3.6.2 和 引 理 3.6.2, 可 得 下 述 定理 . 

定理 3.6.4 紧 的 Hausdorf 空间 是 正规 的 . 

关于 紧 空 间 的 映射 定理 如 下 . 

定理 3.6.5 ” 紧 空间 的 连续 像 是 紧 的 , 即 连续 映射 保持 紧 性 . 

证 明 设 X 是 紧 空 间 且 f :X 一 Y 是 连续 映射 . 让 sy 是 由 Y 中 的 开 集 组 成 
的 f(X) 的 覆盖 . 因为 f 连续 , 则 {f-1(4) : 4 e fy} 是 的 开 和 覆盖 . 由 X 的 紧 性 ， 
它 的 某 有 限 子 族 {f-1(4;)}i<m 覆盖 XX. 从 而 , xz 的 有 限 子 族 {4iji<m 覆盖 f(X)， 
所 以 f(X) 是 紧 的 . 

由 此 , 紧 性 是 拓扑 性 质 . 

定理 3.6.6 (最 值 定理 ) 设 函 数 f : X 一 站 连续 , Y 是 序 拓扑 空间 . 如 果 X 是 
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紧 空 间 , 则 X 中 存在 点 zo 和 zi, 使 得 对 任意 zs X, 有 jzo) < f(x) < f(z1). 
证 明 由 定理 3.6.5, 4 = f(X) 是 Y 的 紧 子 集 . 往 证 4 有 最 大 元 和 最 小 元 . 
如 果 4 没有 最 大 元 , 则 Y 的 开 集 族 {(-co,aj :ae 4} 是 4 的 覆盖 . 由 4 的 

紧 性 , 它 的 某 有 限 子 族 {( 一 00,ai)}i<m 覆盖 4. 设 oj = max{ai， 则 oj es 4. 但 

Qj (一 00, Qi), i < m. 这 与 {(-cooi)jism 覆盖 4 矛盾 . 故 4 有 最 大 元 . 同 理 , 4 

有 最 小 元 . 

设 a 和 ?分 别 是 4 的 最 小 元 和 最 大 元 , 则 存在 zo，z1 e X, 使 得 f(z0) 二 a 和 
f(z1) = 因此 , 对 任意 的 ze X, 有 f(zo0) < jz) < f(zx1). 

定理 3.6.7 紧 空 间 到 Hausdorf 空间 的 连续 映射 是 闭 映射 . 

证 明 设 f:X 一 Y 是 连续 映射 , 其 中 X 是 紧 空间 ,Y 是 Hausdorf 空间 . 如 

果 下 是 X 的 任意 一 个 闭 集 , 根据 定理 3.6.2, 则 是 XX 的 紧 集 . 由 于 月 Pr :已 一 并 

连续 , 根据 定理 3.6.5, fF(P) 是 Y 的 紧 集 . 因为 Y 是 Hausdorf 空间 , 根据 定理 3.6.3， 

FF) 在 Y 中 是 闭 的 , 所 以 f 是 闭 的 . 

由 此 可 知 , 例 2.4.4 中 的 函数 g :了 一 S! 是 闭 映射 . 
推论 3.6.1 紧 空 间 到 Hausdorf 空间 的 连续 双 射 是 同 胚 . 
引 理 3.6.3 ( 管 形 引 理 ) 设 X 是 拓扑 空间 , Y 是 紧 空 间 , zo se X. 如 果 积 空间 

Xxz 中 的 开 集 UD {xo} xY, 则 存在 X 中 包含 xo 的 开 集 W, 使 得 WxYcU. 
证 明 对 任意 的 ye Y, 有 (zo,y) e U. 分 

别 存在 X 与 了 的 开 集 UV 和 VV, 使 得 (x0,y) < 

U, x VC U. 集 族 = {VW :yeY} 是 Y 的 开 

覆盖 . 由 YY 的 紧 性 , x 有 有 限 的 子 覆 盖 {VV}i<m. 

令 W = 门卫,, 则 W 是 XX 中 舍 zo 的 开 集 且 


X i<m 
图 3.6.1 W xY CU, 见 图 3.6.1. 事实 上 , 对 任意 的 (z,y) < 
W xY, 存在 7 < m, 使 得 ye Wj, 而 z€EW CU,,, 


所 以 (zx,y) € Uy x WW CEU. 
管 形 引 理 中 , 拓扑 空间 Y 的 紧 性 是 重要 的 . 例如 , 在 欧 氏 平面 R? 中 , 取 


1 
六 2 . 
= {eR < 让 


则 上 U 是 R? 中 包含 {0}xRR 的 开 集 . 但 不 存在 展 中 包含 0 的 开 集 W, 使 得 WxRcU. 
定理 3.6.8” 紧 空间 性 质 是 有 限 可 积 性 . 
证 明 仪 证 两 个 紧 空间 的 积 空 间 是 紧 空 间 (类 似 定理 3.2.6 的 说 明 ). 
设 铸 和 YY 都 是 紧 空 间 , x 是 X xy 的 开 覆 盖 . 对 每 个 z < X, 由 于 {x}xY 
同 胚 于 Y, 所 以 {xz} xY 是 紧 空间 . 根据 引 理 3.6.1, 存在 x 的 有 限 子 族 o 覆盖 
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{z}xY. 令 = U 4, 则 U0 是 XxY 中 包含 {zx} xY 的 开 集 . 根据 管 形 引 理 ， 


AE hr 
存在 X 中 包含 x 的 开 集 Wi, 使 得 Ws xY Cc U. 
令 风 = {Wi :zeEX), 则 是 X 的 开 和 覆盖. 由 XX 的 紧 性 ,存在 的 有 限 子 
族 {Whi<m 覆盖 X. 从而, XxY= UU (Wx 站) 令 wWA'= Ut%, 则 wy/' 是 


cy 的 有 限 子 族 且 覆盖 X xyY. 故 Xxy 是 紧 空 间 . 

由 定理 3.6.8 和 定理 3.6.5, 例 2.6.2 中 的 环 面 、M6bius 带 、Klein 瓶 都 是 紧 空 
间 . 下 面 例子 将 利用 紧 性 说 明正 规 空间 的 子 空间 未 必 是 正规 空间 . 

例 3.6.2 正规 空间 [0,wij? 的 非 正规 子 空间 [0,;wi) x [0,; wil. 

由 定理 3.6.1 和 定理 3.6.8, [0,wij? 是 紧 空 间 . 再 由 定理 3.6.4, [0,wi]? 是 正规 空 
间 . 下 面 证 明 [0,wij? 的 子 空间 X = [0,wi) x [0,wi] 不 是 正规 空间 . 


令 


臧 


A= {(x,7x) € [0,w]: ze [0,wi]}. 
由 于 [0,wi] 是 Hausdorf 空间 , 则 A 是 [0,wi]? 中 的 闭 集 (见习 题 3.4.3). 令 


A= ANX = A- {(wi,w1)}, B= |0,wi1) x {wi}, 


则 4 与 BB 是 X 中 不 相交 的 非 空 逆 集 . 要 证 X 3H 
不 是 正规 空间 , 只 需 证 如 果 G 和 五 是 XX 中 分 
别 包 含 A 和 B 的 开 集 , 则 GNH#%. 

假设 GN 五 = gg， 对 任意 的 ze [0,wi)， 
有 (x,w1) e 瑟 , 存在 8 (x < 8 < wi), 使 得 
{xz} x [B,wi] CH. 从 而 , ({z} x [8,wi) NG= 8%. DO 


今 


令 
Bb(Z) Es min{P <wi:Tr< pb, (x, 6) ¢ G}, 
则 xz < 6(z) <wi 且 (x, B(xz)) 4 G, 见 图 3.6.2. 图 3.6.2 


取 定 zl € [0,wi), 定义 za = B(x1). 一 般 地 , 定义 zw = B(xn), meZ2Z, 则 
{zn} 是 [0,wi) 中 严格 单调 增加 的 序列 . 根据 推论 1.2.1, 可 数 集 {zx : ne 2+] 在 
[0,wi) 中 有 上 界 , 因而 有 上 确 界 . 记 5 = sup{xn :ne 2Z}. 由 于 {xn} 的 严格 单调 增 
加 性 , 所 以 它 收 敛 于 5. 于 是 , 序列 {6(z%)} 也 收敛 于 六 因此 , 积 空间 [0, wi) x [0, wi 
中 的 序列 {(zx%, B(xzn))} 收敛 于 信和. 因为 (6,5) e 4 C G, 所 以 当 n 充分 大 时 , 有 
(zn;B(zn)) €E G. 这 与 任意 ze [0,wi), (zx, B(x)) 4 G 矛盾 . 这 表明 GN H 关 2. 

定义 3.6.3 设 (X,qd) 是 度量 空间 , 4 C X. 如 果 存 在 实数 M > 0, 使 得 任意 
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z,y€ A 有 d(x,y) < M, 则 称 4 是 XX 的 有 界 集 ，M 是 4 的 界 .如果 4 不 是 有 界 
集 , 则 称 4 是 无 界 集 . 

如 果 4 是 非 空 的 有 界 集 ， 则 数 sup{d(zx,y) : zy ee 4} 称 为 4 的 直径 , 记 作 
diam A. 

约定 : 如 果 4 = 2, 则 diam4 = 0; 如 果 4 是 无 界 集 , 则 diam4 = +oo. 

定理 3.6.9 如 果 4 是 n 维 欧 氏 空间 R” 的 子 空间 , 则 4 是 紧 的 当 且 仅 当 4 
是 闭 的 且 关 于 及 ”上 的 欧 氏 度量 a 或 平方 度量 p 是 有 界 的 . 

证 明 对 任意 的 wy e R”, 有 p(x,y) < d(x,y) < Vnp(zx,y), 所 以 A 在 R" 中 
关于 p 有 界 当 且 仅 当 关于 4 有 界 . 因此 , 只 考虑 R* 上 的 平方 度量 p. 

设 A CR" 是 紧 的 . 由 于 R" 是 Hausdorf 空间 , 根据 定理 3.6.3, 4 是 闭 的 . 

记 0 = (0,0,…,0)€ER", 令 人 Y= {Bo(0,m) :me2Z 则 多 是 了 "中 
的 开 集 族 且 覆盖 4， 由 引 理 3.6.1, YY 中 某 有 限 子 族 {B。,(0,mzi)ji<k 覆盖 4， 取 
M = max{ mi}, 则 4 Cc B,(0,M). 于 是 , 对 任意 的 zy e 4 有 p(x,y) < p(0, 72) 十 
Pp(0,y) < 2M. 这 表明 4 关于 p 是 有 界 的 . 

反之 , 设 4 是 R" 的 闭 子 集 且 关于 p 有 界 . 让 M 是 4 关于 p 的 上 界 , 即 对 任 
意 的 zx,y e A, 有 p(z,y) < M. 取 定 点 zo € 4, 令 5= p(0,zo0) 十 M, 则 对 任意 的 
xz € A, 有 p(0,7) < p(0, zx0) + p(xo0,72) < p(0,7x0) + M = 6. 因此 , A c [-b, 9 C R". 
根据 定理 3.6.1 和 定理 3.6.8, [--b, 9]" 是 紧 的 . 于 是 , 4 作为 [-5, 6]" 的 闭 子 集 也 是 

上 述 定 理 给 我 们 判定 RR” 中 的 紧 子 集 带 来 了 许多 便利 。 欧 氏 平 面 R? 中 的 子 
集 4 = {(z,1/z) : 0 < x < 1} 是 闭 的 , 但 不 是 有 界 的 , 所 以 它 不 是 紧 的 ; 集合 
5S = {(z,sin(1/z) : 0 < x < 1} 是 有 界 的 , 但 不 是 闭 的 , 所 以 它 不 是 紧 的 . n 维 欧 氏 
空间 了" 中 的 单位 球面 S"-! 和 闭 的 单位 球体 B" 都 是 有 界 的 闭 集 , 所 以 它们 都 是 
紧 的 . 另 一 方面 , 对 于 一 般 的 度量 空间 X 而 言 , X 的 每 个 紧 子 集 是 有 界 的 闭 集 , 但 
是 并 非 X 的 每 个 有 界 闭 子 集 都 是 紧 的 . 


3.6.1 证 明 : 有 限 补 空间 是 紧 空 间 . 

3.6.2 (1) 证 明 : 拓扑 空间 中 任何 一 族 紧 闭 子 集 的 交集 还 是 紧 子 集 . 

(2) 设 (X,m) 是 拓扑 空间 ， 取 定 co 4 X, 令 了 = XU {00}. Y 的 子 集 族 7 满足: 
@@mcr@Yr-Cer, 其 中 C 为 X 中 的 紧 闭 子 集 . 证 明 : 7 是 了 上 的 拓扑 . 

3.6.3 问 : (1) 也 空间 中 任何 一 族 紧 子 集 的 交集 是 否 紧 子 集 ? 

(2) 天 空间 中 任 一 紧 子 集 的 闭 包 是 否 紧 子 集 ? 

3.6.4 设 X, YY 都 是 拓扑 空间 , f :XX 一 Y 是 闭 的 连续 、 满 映射 , 且 对 每 个 ye Y, f(y) 
是 X 的 紧 子 集 . 证 明 : 
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(1) 若 Y 是 紧 空间 , 则 X 是 紧 空 间 ; 

(2) 若 X 是 Hausdorf 空间 , 则 Y 是 Hausdorf 空间 ; 

(3) 若 X 是 正则 空间 , 则 Y 是 正则 空间 . 

3.6.5 设 X 关于 拓扑 7 和 7 都 是 紧 的 Hausdorff 空间 . 证 明 : 或 者 7 与 7 相等 , 或 者 
它们 不 能 比较 . 

3.6.6 设 X 是 紧 空 间 , Y 是 拓扑 空间 .利用 管 形 引 理 ( 见 引 理 3.6.3) 证 明 : 投射 rz : 
XxY 一 是 闭 映射 . 

3.6.7 设 X,Y 都 是 拓扑 空间 , 函数 f : 久 一 Y 具有 闭 图 性 质 , 即 f 的 图 {(z, 了 (7x)) : 
ZE X} 是 积 空间 X x Y 的 闭 子 集 . 证 明 : 若 C 是 Y 的 紧 子 集 , 则 f71(C) 是 X 的 闭 子 集 . 

3.6.8 设 X 是 完全 正则 空间 , 4, B 是 X 中 不 相交 的 闭 子 集 . 证 明 : 如 果 4 是 紧 的 , 则 
存在 连续 函数 f : X 一 [0,1] 使 得 当 xz € A 时 , f(z) =0; 当 xeB 时 , f(z)=1. 

3.6.9 (Wallace 定理 , 1955) 设 X 和 了 是 两 个 拓扑 空间 . 证 明 : 如 果 4 和 B 分 别 是 XX 
和 YY 的 紧 子 集 , W 是 积 空间 X x Y 中 包含 4 x B 的 开 集 , 则 分 别 存在 X,Y 的 开 集 U,V， 
使 得 4xBCUxVCWw. 


3.7 可 数 性 


可 数 性 通过 拓扑 空间 的 一 些 可 数 子 集 或 可 数 子 集 族 刻画 空间 的 性 质 ， 常 用 的 
可 数 性 有 第 一 可 数 性 、 第 二 可 数 性 、 可 分 性 、Lindelsf 性 质 等 , 它们 与 拓扑 空间 的 

定义 3.7.1 设 X 是 拓扑 空间 . 如 果 zeX 且 z 在 X 中 具有 可 数 的 邻 域 基 ， 
则 称 X 在 点 x 是 第 一 可 数 的 . 如 果 X 中 的 每 一 点 是 第 一 可 数 的 , 则 称 X 满足 第 
一 可 数 性 公理 或 X 是 第 一 可 数 空间 . 

这 一 概念 在 引 理 3.1.1 和 定理 3.1.7 中 已 使 用 过 . 我 们 已 证 明了 度量 空间 是 第 
一 可 数 的 . 在 引 理 3.1.1 的 证 明 中 还 使 用 了 下 列 技巧 : 拓扑 空间 X 在 点 zx 具有 可 
数 的 邻 域 基 当 且 仅 当 z 在 X 中 存在 递减 开 集 的 序列 , 构成 x 的 邻 域 基 . 事实 上 , 设 
{Ujnez, 是 在 zxz 的 可 数 的 邻 域 基 . 对 每 个 ne zj, 令 = 站 U2, 则 {VW}wezs 


i<n 
是 X 中 的 递减 的 开 集 序列 且 为 点 x 的 邻 域 基 ; 反之 是 显然 的 . 

例 3.1.3 表明 , 良 序 空间 [0,wi] 不 是 第 一 可 数 空间 . 

定理 3.7.1 第 一 可 数 性 是 遗传 性 . 

证 明 设 久 是 第 一 可 数 空间 , Y 是 X 的 子 空间 . 对 每 个 ye Y,y 在 六 中 具 
有 可 数 的 邻 域 基 YY, 则 Y' = {VNY:Ve} 是 vy 在 Y 中 可 数 的 邻 域 基 . 

第 一 可 数 性 是 一 种 局 部 的 可 数 性 . 我 们 更 关心 整体 的 可 数 性 . 

定义 3.7.2 ”如 果 拓 扑 空间 X 有 一 个 基 由 可 数 个 元 素 组 成 , 简称 X 具有 可 数 
基 , 则 称 X 满足 第 二 可 数 性 公理 或 X 是 第 二 可 数 空间 . 
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实 空间 RR 是 第 二 可 数 的 , 因为 集 族 {(a,05) :a < 5b, a,be Q@} 是 R 的 可 数 基 . 

易 知 , 满足 第 二 可 数 性 公理 的 空间 都 满足 第 一 可 数 性 公理 , 反之 不 真 . 例如 , 含 
有 不 可 数 个 元 素 的 离散 空间 是 第 一 可 数 的 , 但 不 是 第 二 可 数 的 . 

与 定理 3.7.1 类 似 , 有 下 列 结果 . 

定理 3.7.2 第 二 可 数 性 是 遗传 性 . 

易 验证 , 第 一 可 数 性 、 第 二 可 数 性 都 是 有 限 可 积 性 . 我 们 更 关心 可 数 个 拓扑 空 
间 乘 积 所 具有 的 拓扑 性 质 . 如 何 定义 可 数 乘积 拓扑 ? 作为 更 一 般 的 讨论 , 下 面 介绍 
有 限 积 拓扑 的 一 种 合适 的 推广 : Tychonof 拓扑 . 由 定理 2.5.3, 引入 下 述 定 义 . 

定义 3.7.3 (A. Tychonoff, 1930) 设 {Xa}aey 是 拓扑 空间 的 族 . 记 X = 
II X。. 以 集 族 


Qa€EJ 


了 儿 = {riz1(U6) :Ua 是 X。 中 的 开 集 , ae J} 


为 子 基 生成 的 拓扑 称 为 X 上 的 积 拓 扑 或 Tychonoff 拓扑 ， 其 中 每 个 x : XX 一 XX 
都 是 投射 ， X 具有 这 个 拓扑 称 为 空间 族 {Xs。}aey 的 积 空 间或 Tychonoff 积 空 间 . 
除非 特别 说 明 , 积 空间 X = II X。 特 指 X 上 具有 积 拓扑 . 

Qa€EJ 


若 多 是 由 子 基 .7 生成 的 积 拓扑 的 基 , 则 


多 = | 门 rai(U06) :7 是 J 的 有 限 子 集 , Us 是 X。 中 的 开 集 , a < 小 


QE.1/ 
多 中 的 元 称 为 X 的 基本 开 集 或 典范 开 集 . 易 知 , 对 每 个 Be 多 ,有 B= II U6, 其 
CE 


中 每 个 UV 是 X。 中 的 开 集 且 除 有 限 个 a 外 , ra = Xs。 从 而 , 积 拓扑 是 有 限 积 空 
间 拓 扑 的 自然 推广 . 
设 X= TI X。 是 积 空间 . 对 每 个 a e J, 如 同 定理 2.5.2, 投射 re : XX 一 Xu 
a€J 


是 连续 的 开 、 满 映射 ; 如 同 定理 2.5.4, 从 拓扑 空间 映 入 积 空间 的 函数 是 连续 的 当 且 
仅 当 它 的 每 个 坐标 函数 是 连续 的 . 

下 列 结果 如 定理 2.5.1. 

引 理 3.7.1 设 {Xs}aey 是 拓扑 空间 的 族 . 如 果 对 每 个 we J， 多 。 是 X 的 
基 , 则 集 族 


多 -| 开 可 :本 有 限 人 ee J 及 外 其余 的 可 = 所 


Qa€EJ 


是 X= II Xe 上 积 拓 扑 的 基 . 
a€J 


3.7 可 数 性 . 79 . 
证 明 显然 , 肥 中 的 元 是 积 空间 X 的 开 集 . 设 UV 是 XX 中 的 开 集 且 x = 
(zaujaey EU, 则 存在 X 的 基本 开 集 B 使 得 ze BcU. 记 B= IT 其 中 
aE€J 


当 Q 天 Q1, 0Q2)…… ,On € J 时 ， Ua = Xa 对 wa € {Q1, Q2,* , Qn}, 因为 Za € Ua 
且 多 是 X。 的 基 , 存在 Bu e 8B。 使 得 za。€ Ba C Ua. 令 B= I Bo 其 中 当 
Qa€EJ 


ar 天 aa ,Qn 时 , Ba。 = Xa, 则 BEeEGB8 日 ze B'CU. 从 而 , 8 是 X 的 基 . 


设 多 表示 拓扑 空间 的 某 种 性 质 . 如 果 {Xa。}aey 是 具有 性 质 的 任意 拓扑 空 
间 的 集 族 ( 且 J 是 可 数 指标 集 ), 则 积 空 间 由 Xeu 也 具有 性 质 多, 那么 称 儿 是 可 
积 性 (可 数 可 积 性 ) 加 

定理 3.7.3 ”第 一 可 数 性 、 第 二 可 数 性 都 是 可 数 可 积 性 . 

证 明 仅 就 第 二 可 数 空间 的 情况 给 出 证 明 . 

设 {Xi}jiez， 是 第 二 可 数 空间 的 族 . 对 任意 的 ie Z+, 让 多 是 Xi; 的 可 数 基 . 


令 


2 人世 U; : 对 有 限 个 ie Z}, Ui; € 允 i， cL 


iEZ+ 


则 多 是 可 数 的 且 为 X= II 总 的 基 . 故 X 是 第 二 可 数 空间 . 
iEZ+ 


从 而 , 积 空间 R* 是 第 二 可 数 的 . 

例 3.7.1 不 可 数 个 实 空间 RR 的 积 空间 不 是 第 一 可 数 的 . 

证 明 设 J 是 任意 不 可 数 的 指标 集 , 证 明 积 空间 X = R" 不 是 第 一 可 数 的 . 取 
定 0 = (0a)aey eX, 其 中 每 个 0。 = 0 e R. 再 令 


A4= { (xa)ae] EX: 除 有 限 个 Xa=0 外 ， 其 余 的 Xa 二 1}, 


则 0e 艺 . 
事实 上 , 让 忆 是 X 中 含有 点 0 的 基本 开 集 , 记 


U = ]] Va, 其 中 当 @a #02,… ,an€ J 时 , Us = 玉 


CE 


令 之 二 (Za)aeJ § 义 ， 满足 


0, a=ai, di&nNn, 
Se | 
1, a#KQi,Vi<n, 


则 ze ANU. 因此 ,0€ 4. 
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若 X 是 第 一 可 数 空间 , 由 引 理 3.1.1 的 (2), 则 存在 4 中 的 序列 {aw} 收敛 于 
0. 对 每 个 NE 14， 记 Qn 一 (ana)ae] 管 4, 存在 的 有 限 子 集 dns 使 得 QE In 全 
ama = 0. 因为 U 是 可 数 集 , 而 J 是 不 可 数 集 , 所 以 存在 6e J 一 UU 太 . 设 


NEZD+ nNEZ+4 
Va=(-1,1)CR, 令 V= ra (Va), 其 中 re 是 X 到 第 8 个 坐标 空间 R 的 投射 , 则 
V 是 0 在 RR7 中 的 邻 域 . 因为 对 任意 的 ne Zi, ang =14 Va, 所 以 a 4V. 这 与 
{an} 收敛 于 0 矛盾 . 从 而 , 及 7 不 是 第 一 可 数 空间 . 

定义 3.7.4 设 X 是 拓扑 空间 , 4 Cc X. 如 果 亏 = X, 则 称 4 是 X 的 稠密 子 
集 . 如 果 X 有 可 数 的 稠密 子 集 , 则 称 X 是 可 分 空间 . 

实 空间 RR 是 可 分 的 , 因为 有 理 数 集 Q 是 它 的 可 数 的 稠密 子 集 . 

定理 3.7.4 第 二 可 数 空间 是 可 分 空间 . 

证 明 设 多 是 第 二 可 数 空间 X 的 可 数 基 . 记 多 = {B, :me 2Z+} 对 每 个 
neZj, 取 定 be Bi. 令 4A4= {0,:neZ}, 则 4 是 可 数 集 昌 所 =X. 事实 上 ,对 
任意 的 ze XX 及 六 中 任意 一 个 包含 z 的 开 集 UV, 存在 Bu。 es 多 使 得 ze BC U， 
于 是 5b,eE ANU, 故 zv€ A. 

易 验 证 , 可 分 性 是 可 数 可 积 性 (见习 题 3.7.6). 

定义 3.7.5 设 X 是 拓扑 空间 .如 果 X 的 每 个 开 履 盖 都 有 可 数 的 子 覆 盖 , 则 
称 X 是 Lindelaf 空间 . 

显然 , 紧 空 间 是 Lindel5f 的 . 由 可 数 个 点 组 成 的 离散 空间 是 Lindelaf 空间 , 但 
不 是 紧 空 间 . 

定理 3.7.5 第 二 可 数 空间 是 Lindelaf 空间 . 

证 明 设 多 是 第 二 可 数 空 间 X 的 可 数 基 . 对 X 的 任意 一 个 开 和 覆盖 .x, 令 
8 = {Be 多 :存在 Ae .oY 使 得 Bc A}), 则 8' 是 可 数 的 , 记 8B' = {Bn :neZi}. 
因而 , 对 任意 的 ne 2 , 存在 4 e 7 使 得 Bi C 4 这 时 , {4 :neEZi} 是 久 
的 可 数 子 族 . 往 证 它 履 盖 X. 

对 任意 的 ze X, 存在 Ae xY 使 得 ze4. 因为 多 是 的 基 , 存在 Be 多 ,使 
得 ze BcA. 于 是 Be8, 所 以 存在 meZ, 使 得 B= B, 从 而 ze Bc An. 
因此 , {4 :ne Z4} 是 XX 的 覆盖 . 故 X 是 Lindelif 空间 . 

定理 3.7.6 ”正则 的 Lindelsf 空间 是 正规 的 . 

证 明 设 4，B 是 正则 Lindelsf 空间 X 中 不 相交 的 闭 集 ， 对 每 个 x€ 4 Cc 
和 一 万 , 根据 定理 3.4.4, 存在 x 的 开 邻 域 0 使 得 Us CcX-B, 即 U.NnB=6. 令 
Y={Ui:ze 4}, 则 人 UYU{X-A4} 是 久 的 开 和 覆盖 . 由 于 X 是 Lindelif 空间 , 它 有 
可 数 子 覆盖 {C :neZi}U{X-A}. 记 = UU,, neZ+. 因此 ,4C UU 


NEZD+ 


3.7 可 数 性 .81. 


且 每 个 0,,n B= C. 同 理 , 存在 X 中 的 开 集 列 {Vi,}wezj, 使 得 BC UU VW, 且 每 


NEZ+4 
个 V.NnA=&%. 


对 每 个 ne Zl, 令 


=U [JV VW=W- DD. 


i<n i<n 


那么 对 mw me Zi, NV = 8. 再 令 


v= (jw, v= lw, 
nNEZ+ NEZD4 

则 UV 和 V 是 关中 分 别 包 含 4 和 B 的 不 相交 开 集 . 因此 , X 是 正规 空间 . 

根据 定理 3.7.5 和 定理 3.7.6, 可 得 

推论 3.7.1 第 二 可 数 的 正则 空间 是 正规 的 . 

例 3.7.2 下 限 拓扑 空间 Ri 是 第 一 可 数 的 、 可 分 的 、Lindelaf 空间 , 但 不 是 第 
二 可 数 空间 . Sorgenfrey 平面 R? 不 是 Lindelsf 空间 . 

对 每 个 x € Ri, 集 族 {fz,z+1/ 四 :meZ + 是 z 的 可 数 的 局 部 基 , 所 以 民 
第 一 可 数 的 . 

因为 Ri 的 每 个 基 元 素 [a,05) (wb ec Ri, a < 都 与 @ 相交 , 所 以 Q 是 Ri 的 
可 数 的 稠密 子 集 , 故 Ri 是 可 分 的 . 而 Q? 是 R? 的 可 数 的 稠密 子 集 ,， 从 而 R? 也 是 
可 分 空间 . 若 令 工 = {(a,b) € R? :a+b=0}, 则 工作 为 R? 的 闭 的 子 空间 具有 离散 
拓扑 且 工 是 不 可 数 集 , 所 以 工 没有 可 数 的 稠密 子 集 , 故 工 不 是 可 分 的 . 

设 {Us}aey 是 Ri 的 任 一 开 履 盖 . 对 每 个 we J 以 Us 记 Ui 在 实 空间 民 中 的 
内 部 . 由 于 实 空 间 R 的 任何 子 空间 都 具有 可 数 基 ( 见 定理 3.7.2), 所 以 是 Lindelaf 的 ， 
作为 U = U Us 的 开 覆 盖 {U2}aejy, 具有 可 数 子 覆盖 {U9 }iez,. 置 焉 = Ri 一 U， 


下 面 证 明 F 是 可 数 集 , 从 而 可 被 {Usa}aey 中 可 数 个 元 覆盖 . 对 每 一 点 ze Ff, 存在 
Qa € J 使 得 x € Us, 从 而 存在 ys > x 使 得 [z, ys) C Ua, 于 是 (zx, ys) CU, 所 以 
(x, yz) 路 五 = G. 这 样 的 开 区 间 族 {(zx, ys)}zern 是 两 两 互 不 相交 的 , 所 以 必须 是 可 
数 的 (可 利用 实 空间 R 的 可 分 性 ), 从 而 是 可 数 集 ， 因此, {U4}aey 中 有 可 数 子 
族 覆 盖 有 故 了 是 Lindelsf 空间 .由 例 3.4.3, R? 不 是 正规 空间 . 再 由 定理 3.7.6， 
R? 不 是 Lindel6f 空间 . 

设 多 是 Ri 的 任意 一 个 基 . 对 任意 的 zs Ri 及 Ri 中 包含 z 的 开 集 [zx,z 十 1)， 
存在 Bs < 多 使 得 z€ Bs c [z,z+l), 于 是 z=inf Bs. 如 果 z,y€ Ri 目 z 关 y, 则 
Bs 关 By. 因而 {Bs : x € RRI} 是 多 的 不 可 数 子 族 , 所 以 多 是 不 可 数 的 . 故 Ri 没 
有 可 数 基 . 

Sorgenfrey 平面 R? 说 明 : 


是 
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(1) 两 个 Lindel5f 空间 的 积 空间 未 必 是 Lindelaf 的 ; 

(2) 可 分 空间 未 必 是 Lindelaf 空间 ; 

(3) 可 分 空间 的 闭 子 空间 未 必 是 可 分 空间 . 

例 3.7.3 良 序 空间 [0,wi) 是 第 一 可 数 空间 , 但 不 是 可 分 空间 、Lindelaf 空间 . 

设 ae [0,wi). 如 果 a=0, 则 {{a}} 是 a 的 局 部 基 ; 如 果 a 关 0, 则 {(b,a] :< 
oj 是 a 的 可 数 的 局 部 基 . 故 [0,wi) 是 第 一 可 数 空间 . 

设 C 是 [0,wi) 的 任意 可 数 子 集 . 存在 be [0,wi), 使 得 5 是 C 的 上 界 . 因而 
(oncC = C, 于 是 C 不 是 [0,wi) 的 稠密 子 集 . 故 [0,wi) 不 是 可 分 空间 . 

设 of = {10,0) :bE [0;wi)}, 则 x 是 [0,wi) 的 开 覆 盖 , 它 没有 可 数 子 覆盖 . 事 
实 上 , 设 or' 是 vf 的 任意 可 数 子 族 , 令 5 = sup{b€ [0,wi) :0 ez 小 则 六 < wi. 
但 对 任意 的 A es cyY',， Wb 4 4A. 因此 vy' 不 能 覆盖 [0,ww1), 所 以 [0,wi) 不 是 Lindel5f 
空间 . 

由 定理 3.7.5, [0,wi) 不 是 第 二 可 数 空间 . 

因为 [0,wi] 是 紧 空 间 , 所 以 它 是 Lindelif 空间 . 而 [0,wi) C [0,wi] 不 是 Lindelaf 
空间 . 这 也 是 Lindelaf 空间 的 子 空间 不 是 Lindelsf 的 例子 . 由 于 [0,wi] 不 是 可 分 空 
间 , 所 以 紧 空间 (从 而 , Lindelsf 空间 ) 未 必 是 可 分 空间 . 


习 题 3.7 


3.7.1 证 明 : 连续 的 开 映射 保持 第 一 可 数 性 、 第 二 可 数 性 . 

3.7.2 证 明 : 满足 第 一 可 数 性 公理 的 五 空间 中 , 每 个 单 点 集 是 可 数 个 开 集 的 交 . 

3.7.3 证 明 : 拓扑 空间 满足 第 二 可 数 性 公理 当 且 仅 当 它 有 可 数 子 基 . 

3.7.4 设 X 是 满足 第 二 可 数 性 公理 的 空间 , 4 是 X 的 不 可 数 子 集 . 证 明 : 4 中 有 不 可 
数 个 点 都 是 4 的 聚 点 . 

3.7.5 证 明 : 满足 第 二 可 数 性 公理 的 空间 的 每 个 基 中 都 包含 着 这 个 空间 的 可 数 基 . 

3.7.6 证 明 : 可 分 性 是 可 数 可 积 性 . 

3.7.7 证 明 : 可 分 空间 的 连续 像 是 可 分 空间 . 

3.7.8 证 明 : Lindelsf 空间 的 每 个 闭 子 空间 是 Lindelaf 的 . 

3.7.9 设 U 是 第 二 可 数 的 正则 空间 X 的 开 子 集 . 证 明 : 

(1) UV 可 以 表示 为 X 中 可 数 个 闭 子 集 的 并 ; 

(2) 存在 连续 函数 f : X 一 [0, 1] 使 得 当 x EU 时 , f(x) > 0; 当 x eX-U 时 , f(x)=0. 

3.7.10 ”证 明 : 有 序 和 矩形 及 是 紧 空间 , 但 是 Tx (0,1) 作为 及 的 子 空间 不 是 Lindelaf 的 . 


3.8 ”Urysohn 度量 化 定理 
寻求 一 般 的 拓扑 空间 或 特定 的 拓扑 空间 是 可 度量 化 空间 的 充 要 条 件 称 为 度量 


3.8 Urysohn 度量 化 定理 . 83 . 


化 问题 . 本 节 将 从 两 个 方面 讨论 笛 卡 儿 积 了 ”上 赋予 适当 拓扑 的 度量 化 问题 . 一 是 
分 析 笛 卡 儿 积 R* 上 的 三 种 拓扑 构造 , 证 明 可 度量 性 是 可 数 可 积 性 ; 二 是 利用 藤 入 
引 理 , 证 明 经 典 的 Urysohn 度量 化 定理 : 具有 可 数 基 的 正则 空间 是 可 度量 化 空间 . 

由 定义 3.1.3, 我 们 已 有 了 n 维 欧 氏 空间 R* 上 的 度量 .讨论 无 限 笛 卡 儿 积 
R% 上 的 度量 是 很 自然 的 课题 . 将 R* 上 的 欧 氏 度量 4 与 平方 度量 p 推广 到 了 R” 
时 , 未 必 有 意义 . 前 者 涉及 无 穷 级 数 的 收敛 性 问题 , 后 者 涉及 非 负 实数 的 集合 的 上 
确 界 的 存在 性 问题 . 对 于 后 者 , 用 及 中 的 度量 d(x,y) = min{|z 一 yl,1} 来 代替 度量 
d(x,y) = |z 一 yl, 将 p 推广 到 RR% 上, 其 定义 就 有 意义 了 . 

定理 3.8.1 设 (X,d) 是 度量 空间 . 4: 铸 x 六 一 民 定 义 为 


dz,y) = min{d(z,y),1}, zx, y EX, 


则 4 是 X 上 的 度量 , 且 4 和 诱导 出 X 上 相同 的 拓扑 . 

度量 a 称 为 相应 于 d 的 标准 有 界 度量 . 

证 明 易 知 , a 满足 定义 3.1.1 的 (M1) 和 (M2). 下 证 (M3) 也 成 立 . 设 x,y,z E 
X, 如 果 dz 人力 > 这 1 或 dz 站 则 dz 和 dz 人 +d ao). 如 果 d(z,y)<1 且 
d(y,z) < 1, 则 d(x, z) < d(z,z) < d(z,y) + d(y,z) = d(xz,y) + d(y,z). 由 定义 3.1.1, 
9 是 X 上 的 度量 . 

当 0 <e<1 时 , 对 任意 ze X, 有 Bj(z,e) = Ba(z,e), 所 以 度量 4 和 4 诱导 
出 X 上 相同 的 拓扑 . 

定义 3.8.1 设 {(Xu,du)jaey 是 度量 空间 的 族 . 记 X = I Xe 对 任意 的 


人 二 (Za)aey, V 一 (Va)ae] EX， 令 


D(z,Y) =sup{fdu(za,ya) :ae J}, 


其 中 du 是 相应 于 d。 的 标准 有 界 度量 , 定义 函数 万 :和 XxX 一 及 .万 是 X 上 的 度 
量 , 它 称 为 X 上 的 一 致 度量 , 由 万 所 诱导 的 度量 拓扑 称 为 X 上 的 一 致 拓扑 . 

对 实 空 间 (了 R,d) 及 任意 指标 集 J, 上 述 定义 导出 了 一 致 度量 空间 (R7,7p). 下 述 
例子 表明 一 致 拓扑 不 同 于 积 拓扑 . 

例 3.8.1 R” 在 一 致 拓扑 下 不 是 第 二 可 数 空间 . 

令 C={(zn) ER?:zn=0 或 1, n eZy), 则 C 是 R* 的 不 可 数 子 集 (见习 
题 1.1.5) 且 对 C 中 任意 不 同 的 两 点 z,y, 有 P(x,y) = 1. 

设 多 是 R* 上 一 致 拓扑 的 基 . 对 任意 的 ze C, 有 xe B(x,1), 存在 B,€ 多 
使 得 ze B,C B(x,1). 当 yeC-{zy 时 ,有 wg B(x,1), 于 是 B, 关 Bs. 由 于 C 
是 不 可 数 集 , 集 族 {B. : x e C0} 是 多 的 不 可 数 子 集 , 所 以 多 是 不 可 数 的 . 故 在 一 
致 拓扑 下 , R” 不 是 第 二 可 数 的 . 
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现在 回 到 3.7 节 定 义 的 积 拓扑 . 作为 有 限 积 的 推广 形式 可 以 是 多 样 的 , 引入 以 
下 的 定义 也 是 很 自然 的 . 
定义 3.8.2 设 {(X,7T4)}aey 是 拓扑 空间 的 族 . 记 X = II X6. 令 


a€J 


3- {I U.N oe Ue) 
aeEJ 
以 多 作为 基 生 成 XxX 上 的 拓扑 称 为 箱 拓扑 . 

易 见 , 在 有 限 个 拓扑 空间 的 笛 卡 儿 积 上 , 箱 拓扑 与 积 拓扑 是 一 致 的 ; 在 任意 拓 
扑 空间 族 的 笛 卡 儿 积 上 , 箱 拓扑 细 于 积 拓扑 . 下 例 说 明 从 一 定 的 角度 上 说 箱 拓扑 的 
性 质 不 如 积 拓扑 好 . 

例 3.8.2 R” 在 箱 拓扑 下 不 是 第 一 可 数 空间 . 

证 明 取 定 0=(0,0,.…)eR* 及 A={(xi) ER*:xi>0,ieZ), 则 0€EZA. 

事实 上 , 让 U 是 了 ”中 含有 点 0 的 基本 开 集 , 不 妨 设 U = J (ai,bi)， 取 
z 二 (bi/2)iezj, 则 ze ANU. 因此 ,0€ 有 A. - 

车 R% 是 第 一 可 数 空间 , 由 引 理 3.1.1 的 (2), 则 存在 4 中 的 序列 {y} 收敛 于 
0. 对 每 个 neZ, 记 y= (Yni)ieZ,, 则 每 个 yw; > 0. 令 V= 1I (—yii; Yi), 则 V 


i€Z+ 


是 了 ”中 含有 点 0 的 基本 开 集 , 且 对 任意 的 ne Zi, yn #4V. 这 与 {yn} 收敛 于 0 
矛盾 . 从 而 , R” 不 是 第 一 可 数 空间 . 

例 3.8.3 设 J 是 任意 的 指标 集 . 在 及 7 上 ， 

(1) 一 致 拓扑 细 于 积 拓扑 ; 

(2) 箱 拓扑 细 于 一 致 拓扑 . 

证 明 (1) 设 x = (za)aey € 有 7 及 积 空间 及 ”中 包含 x 的 任意 基本 开 集 
U= I Uo, 其 中 当 a 关 aaa ;am € J 时 , Us = RR. 对 每 个 mj es J, 因为 Da 

QE 


是 实 空间 (R,d) 中 包含 点 za 的 开 集 , 所 以 存在 s; > 0 使 得 Bj(xa,si) C Uo. 令 
2 二 min{e1,… ,En), 则 Bz(z,e) C U. 事实 上 , 对 任意 的 y = (ya)aey € Bz(z,e)， 
当 a = oi 时 , 有 do(zayya) <e < 6 于 是 ya € Bi(xoi,ai) C Uw; 当 az 
Q1; 02,… ,Qn 时 , 有 ya & Ua = 民 . 从 而 , y e U. 根据 定理 2.2.2, 一 致 拓扑 细 于 积 
拓扑 . 

(2) 设 Bs(z,e) 是 及 7 中 关于 一 致 度量 的 任意 球形 邻 域 . 不 妨 设 0 < = < 1 
对 ze Bs(z,e), 取 定 6 满足 5(z,z) <6 < es, 并 记 z = (za)aey, z = (za)aey, 
则 当 a € J 时 有 d(xa,za) < 6, 于 是 存在 ze 在 实 空间 RR 中 的 开 邻 域 U 使 得 
Usa C Brlzu9. 令 5= I V6, 则 UV 是 zz 在 箱 拓扑 下 的 开 令 域 且 UC Bs(x,e). 


根据 定理 2.2.2, 箱 拓扑 细 守 一 致 拓扑 . 
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设 7 是 可 数 无 限 集 ， 由 定理 3.7.3 和 例 3.8.1, 在 及 ”上 , 一 致 拓扑 严格 细 于 积 
拓扑 ; 由 例 3.8.2, 在 及 ”上 , 箱 拓扑 严格 细 于 一 致 拓扑 . 对 于 积 空 间 , 下 面 定理 肯定 
地 回答 了 本 节 开 头 给 出 的 问题 : 积 空间 R% 是 否 可 度量 空间 ? 

定理 3.8.2 可 度量 性 是 可 数 可 积 性 . 

证 明 设 {Xn, an)jnezy 是 度量 空间 列 . 记 了 X 一 II Xn. 对 >z 二 (Zai)jicZ 以 二 


NEZD+ 
D(x,y) = mp :7 E 2 } 
其 中 a; 是 (Xi, di) 上 的 标准 有 界 度量 ， 则 轧 : 针 x 一 民 是 匀 上 的 度量 . 


事实 上 , D 显然 满足 定义 3.1.1 的 (M1) 与 (M2)， 设 z = (zijiezy, yy = 
(yi)jiez4， 2z= (2i)icz EX 对 任意 的 ;ieZ+, 有 


(Yi)iez, € XX， 令 


因而 - 
d 2 Yi 。 
Daa) = sup { SEY iez,) < Pe) + Ds) 


即 DD 满足 (M3). 

为 了 证 明 积 空间 X 是 可 度量 化 空间 , 只 需 证 明 由 D 诱导 的 X 上 的 度量 拓扑 
TD 与 X 上 的 积 拓扑 7 一 致 . 

对 每 个 Ue rp 及 z= (zijicz， ED 存在 =>0 使 得 Bplzs)jcr. 取 me2Z+ 


满足 1/m < s. 令 
TY 一 (1 mt x (I | ) 
i<m i>m 


则 Ve7z 且 xeEVcBp(zx,e) CU. 事实 上 , 对 任意 的 y= (yijiez, EV, 当 i<m 


D(z,y) < ms 有 
从 而 ， FDS 
另 一 方面 , 设 x = (zijiez, EXX 且 B 是 7 中 含有 点 xz 的 基本 开 集 . 记 B= 
2 。 el Ui = AXi. 对 每 个 i < nn, 由 于 zi € Ui, 存在 正 数 e; <1 使 
iEZ+ 
得 Bj(ziei) CU 取 e=minfei/i:i<n), 则 0<e<1 且 ze Bp(z,e)cB. 事 
实 上 , 对 任意 的 y= (yi)iez, € Bp(x,e), 当 i<n 时 ， 有 


区 < D(x,y) <e < 和 
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即 di(zi, yi) < si <1, 因而 y; € Bz (zi,5i) C Ui; 当 i>n 时 ， 有 vy; EU = Xi. 所 以 
Bp(x,e) C B. 于 是 , r C rp. 这 就 证 明了 rp = 7. 

定理 3.8.2 及 定理 3.7.3 表明 , 积 空间 R* 是 满足 第 二 可 数 性 公理 的 可 度量 化 
空间 . 

定理 3.8.3 设 (X,q) 是 度量 空间 . 下 列 条 件 等 价 : 

(1) X 是 第 二 可 数 空间 ; 

(2) X 是 Lindelsf 空间 ; 

(3) X 是 可 分 空间 . 

证 明 由 定理 3.7.5 得 (1) 全 (2). 下 证 (2) 全 (3) 之 (1). 

(2) 全 (3). 设 (X,qd) 是 Lindelaf 的 度量 空间 ， 对 每 个 ”< Zj, 集 族 ‰, = 
{B(z,l/m:zeX} 是 X 的 开 覆 盖 , 于 是 20, 存在 可 数 子 覆盖 苏 = {B(xwx,1/n): 
KE ZA 令 A= {Znk : nN, k € Z4}, 则 4 是 X 的 可 数 子 集 . 往 证 4= XX. 

对 任意 的 ze 和 及 X 中 任意 包含 x 的 开 集 UV, 存在 s > 0, 使 得 B(x,e) CU. 
取 ”e Z+, 使 得 1/n < s. 由 于 长 是 X 的 开 覆 盖 , 所 以 存在 Ke Z| 使 得 ze 
B(znp;l/m), 那么 dznaiz) <1/n <e, PL rr Ee B(r,e) CCU, 于 是 UNAzY, 
即 x€ A. 从 而 五 = XX, 故 六 是 可 分 空间 . 

(3) 全 (1). 设 (X,d) 是 可 分 的 度量 空间 , 4 是 X 的 可 数 的 稠密 子 集 . 令 妥 = 
{B(z,1/n) :ze 4, neZi}, 则 多 是 关中 的 可 数 的 开 集 族 . 往 证 多 是 久 的 基 . 

对 X 中 任意 开 集 U 及 y e U, 存在 ne ZL+ 
使 得 B(y,2/n) C 7. 因为 4 是 X 的 稠密 子 集 , 所 
以 B(y,1/n) nn 4 了 8， 取 定 ze By,1/n) 咯 4, 则 
B(z,1/n) C B(y,2/n), 见 图 3.8.1. 事实 上 , 对 任意 的 


zE€ B(x,1/n), 有 


1 1 
一 一 一 
dy, 2) < Aly) + dr) < + 


2 
因此 > e B(y,2/n). 从 而 ,ye B(x,1/n) C B(y,2/n) c 
3.8.1 U. 根据 定理 2.2.1, 多 是 X 的 基 , 故 是 第 二 可 数 的 . 


根据 定理 3.8.3 和 定理 3.7.2, 可 得 

推论 3.8.1 可 分 或 Lindelaf 的 度量 空间 的 每 个 子 空间 都 具有 可 数 基 , 从 而 是 
可 分 且 Lindelsf 的 . 

根据 推论 3.8.1、 例 3.7.2 和 例 3.7.3, 下 限 拓扑 空间 Ri、 良 序 空 间 [0,wi) 都 不 
是 可 度量 化 空间 . 

我 们 稍稍 拓 广 定义 3.5.1 中 介绍 的 函数 分 离 概念 . 设 X 是 拓扑 空间 . 如 果 和 
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上 的 实 值 连续 函数 族 {f。}aey 满足 : 对 任意 的 zeX 及 X 中 不 含 z 的 任意 一 个 
闭 集 4, 存在 we J 使 得 大 (四 基态 (4 则 称 { 记 Juey 分 离 和 中 的 点 与 闭 集 . 

定义 3.8.3 设 X,Y 都 是 拓扑 空间 , 函数 上 X 一 工 . 

定义 户 : 和 一 /XI) 为 jz) = f(z), Vx eX. 如 果 是 同 胚 , 则 称 f:X 一 Y 
是 拓扑 诬 入 或 谈 入 , 或 称 X 可 同 胚 嵌入 于 站 中 . 

车 2 是 拓扑 空间 X 的 子 空间 , 则 内 射 7 了 :2 一 X 是 拓扑 嵌入 . 

引 理 3.8.1 ( 谈 入 引 理 ) 设 X 是 允 空间 ， 如 果 X 上 的 实 值 连续 函数 族 
{fa}aey 分 离 X 中 的 点 与 闭 集 , 则 由 


F(x)= (falz))aes, ZE 


所 定义 的 函数 下 :和 一 有 7 是 X 到 积 空间 R7 的 拓扑 嵌入 . 

证 明 因为 F 是 从 拓扑 空间 X 映 入 积 空 间 R7 的 函数 且 每 个 坐标 函数 f。 是 
连续 的 , 于 是 玉 是 连续 函数 . 以 下 两 点 说 明 F 是 拓扑 嵌入 . 

(1) FP 是 单 射 . 对 X 中 不 同 的 两 点 z, 因为 X 是 歼 空间 , 所 以 {x} 与 {yy} 
都 是 X 中 的 闭 集 , 存在 a € J 使 得 f(x) 关 大 (人 从 而 F(x) 了 Fy). 故 下 是 
单 射 . 

(2) 下 :X 一 F(X) 是 开 映 射 . 设 7 是 X 中 的 开 集 ， 对 每 个 ye F(D), 存 
在 zx EU 使 得 F(z) = 人 由 于 {fa}aey 分 离 X 中 的 点 与 闭 集 , 存在 a € J 使 得 
fa(z) ¢ fo(X—-0). 令 V=7i(R- fo(X—-0)), 其 中 ra :了 一 及 是 到 第 a 个 
坐标 空间 的 投射 , 则 ye V 且 了 是 积 空间 R” 的 开 集 . 往 证 mnF(X) Cc F(D). 车 
zEX 且 F(z)EV, 那么 f(z)eER-fo(X—-0), 于 是 ze€ foi'(R-fo(X -U0)cU, 
从 而 F(z) e F(U). 因此 , F(D) 是 y 在 F(X) 中 的 邻 域 . 故 FTD) 是 F(X) 的 开 集 . 


定理 3.8.4 _ X 是 完全 正则 空间 当 且 仅 当 对 某 个 指标 集 .J, XX 可 拓扑 杠 入 积 空 
间 [0, 1]7. 

证 明 若 X 是 完全 正则 空间 , 记 全 体 从 X 到 闭 区 间 [0,1] 的 连续 函数 族 为 
多 = {fa :Qae J 则 多 分离 XX 中 的 点 与 闭 集 . 由 引 理 3.8.1 ( 艇 入 引 理 ) 及 定理 
2.4.4, 由 F(z) = (f(x))aey 所 定义 的 函数 五: 久 一 R7 是 X 到 积 空间 [0,1]7 的 拓 
扑 能 入 . 

反之 , 设 对 某 个 指标 集 J, 存在 拓扑 嵌入 f : X 一 [0,1]7. 与 定理 3.5.2 类 似 的 
证 明 , 完全 正则 性 是 可 积 性 (见习 题 3.8.1), 于 是 [0,1]7 是 完全 正则 空间 . 因为 完全 
正则 性 是 遗传 性 ( 见 定理 3.5.2), 所 以 f(X) 是 完全 正则 空间 , 从 而 X 也 是 完全 正 
则 空间 . 

定理 3.8.5 (Urysohn 度量 化 定理 , 1925) 具有 可 数 基 的 正则 空间 是 可 度量 
化 的 . 
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证 明 设 X 是 具有 可 数 基 的 正则 空间 ， 根 据 推论 3.7.1, X 是 正规 的 . 设 多 
是 X 的 可 数 基 , 令 gp = {U,V):UVe 多 且 DcV), 则 ww 是 可 数 的 记 
p= 二 {(Un; 克 ) :n€Z4}. 对 每 个 neZi, 由 于 U0 与 XV 是 正规 空间 XX 的 不 
相交 闭 集 , 根据 Urysohn 引 理 , 存在 连续 函数 f, : X 一 [0,1] 使 得 f,(U0;) c {0}， 
及 (一 砍 ) cf. 函数 政 : 对 一 [0,1]* 定义 为 


F(z)= (fn(T))nezt, TEX, 


并 且 赋 予 [0,1” 积 拓扑 . 为 了 证 明 F 是 拓扑 坐 入 , 由 引 理 3.8.1 (嵌入 引 理 ), 只 需 证 
明 连 续 函 数 族 {fi,}wez, 分 离 X 中 的 点 与 闭 集 . 

对 每 个 ze 和 及 X 中 不 含 点 z 的 任意 闭 集 4, 因为 多 是 XX 的 基 , 存 在 Ve 多 
使 得 zeYcX-4. 再 由 六 的 正则 性 , 存在 Ue 多 使 得 zeUCUcV. 于 
是 (U,V) s yp, 所 以 存在 ne Z+ 使 得 (UV, V) = (Un W.), 从 而 f(z) = 0 {1} > 
及 ( 六 一 砍 ) 2 (4). 即 {有 jwez; 分 离 X 中 的 点 与 闭 集 . 

综 上 所 述 , 已 : X 一 F(X) 是 同 胚 . 由 定理 3.8.2, [0,1]” 是 度量 空间 , 所 以 X 是 
可 度量 化 空间 . 

Smirnov 删除 序列 拓扑 空间 ( 例 2.2.4 (3), 例 3.4.2) 是 具有 可 数 基 的 Hausdorff 
空间 , 但 它 不 是 正则 空间 , 所 以 Urysohn 引 理 中 的 正则 性 不 可 减弱 为 Hausdorff 分 
离 性 质 . 不 可 数 的 离散 度量 空间 不 是 第 二 可 数 空间 , 因而 Urysohn 引 理 并 不 是 度量 
化 问题 的 满意 的 回答 . 任意 拓扑 空间 的 度量 化 定理 在 第 4 章 中 介绍 . 

推论 3.8.2 设 X 是 拓扑 空间 . 下 列 条 件 等 价 : 

(1) X 是 可 分 的 可 度量 化 空间 ; 

(2) X 是 具有 可 数 基 的 正则 空间 ; 

(3) X 同 胚 于 积 空 间 [0,1]” 的 一 个 子 集 . 

证 明 由 定理 3.8.3 和 定理 3.4.6 得 (1) 全 (2). 由 定理 3.8.5 的 证 明 得 (2) 全 (3). 
下 面 证 明 (3) 之 (1). 由 定理 3.8.2 和 定理 3.7.3, 积 空间 [0,1]” 是 具有 可 数 基 的 度量 
空间 , 所 以 [0, 1]* 的 每 个 子 空间 是 可 分 的 度量 空间 , 从 而 X 是 可 分 的 可 度量 空间 . 


网 


题 3.8 


3.8.1 证 明 : 完全 正则 性 是 可 积 性 . 

3.8.2 证 明 : RR” 在 箱 拓扑 下 是 完全 正则 的 . 

3.8.3 函数 f : 民 一 RR” 定义 为 f(t) = (t,t,…), te 民 . 证 明 : 若 R* 赋予 箱 拓扑 , 则 了 
不 连续 . 

3.8.4 设 X 是 紧 的 Hausdorf 空间 . 证 明 下 列 条 件 相互 等 价 : 

(1) X 是 可 度量 化 空间 ; 
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(2) X 有 可 数 基 ; 

(3) X 同 胚 于 积 空间 [0, 1]” 的 一 个 闭 子 空间 . 

3.8.5 设 {Xa}aey 是 拓扑 空间 的 族 , 对 每 个 a € J，A。C Xa. 证 明 : 无 论 对 于 X = 
I Xe 的 箱 拓 扑 , 还 是 积 拓扑 , 都 有 


I[ 4。 = I 2 
a€J x 


n€EZ4 


(Zn)nez+ ， ye (Yn)nez,, 定义 


p= 二 (emy) 
n€EZ+4 
证 明 : p 是 XX 上 的 度量 , 且 由 p 请 导 的 X 上 的 度量 拓扑 就 是 由 dhn 诱导 的 X。(n = 1,2,…) 
上 的 度量 拓扑 的 积 拓扑. 
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在 第 3 章 中 , 我 们 对 于 紧 空间 与 度量 空间 的 性 质 已 有 了 基本 的 认识 ， 本 章 在 
进一步 图 述 它们 性 质 的 基础 上 , 引入 仿 紧 空间 , 介绍 Tychonof 定理 、Stone 定理 和 
Bing-Nagata-Smirnov 度量 化 定理 ， 由 此 说 明 , 紧 性 与 可 度量 性 是 一 般 拓扑 学 中 最 
典型 的 拓扑 不 变量 . 


4.1 紧 性 的 推广 


作为 紧 空间 讨论 的 继续 , 本 节 介 绍 与 紧 空 间 相 关 的 几 种 紧 性 , 尤其 是 可 数 紧 性 ， 
并 证 明 它 们 在 度量 空间 中 的 等 价 性 . 

定义 4.1.1 设 X 是 拓扑 空间 . 如 果 X 的 每 个 可 数 开 覆盖 都 有 有 限 的 子 履 盖 ， 
则 称 X 是 可 数 紧 空间 . 

显然 , 紧 空间 是 可 数 紧 的 , 其 逆 不 成 立 ( 见 例 4.1.1). 易 验 证 ，Lindelaf 的 可 数 
紧 空 间 是 紧 的 . 

在 给 出 可 数 紧 空间 的 刻画 前 , 引入 集 族 有 限 交 性 质 的 概念 . 

定义 4.1.2 设 X 是 一 个 集合 , of 是 X 的 子 集 族 . 如 果 zy 的 任意 有 限 子 族 
的 交 是 非 空 的 , 则 称 sz 具有 有 限 交 性 质 . 

设 {zn} 是 拓扑 空间 X 中 的 序列 , 点 ze X 称 为 {zn} 的 聚 点 , 如 果 x 的 每 个 
邻 域 都 含有 {zn} 中 的 无 限 项 . 

定理 4.1.1 设 X 是 拓扑 空间 . 下 列 条 件 相互 等 价 : 

(1) X 是 可 数 紧 空间 ; 

(2) X 的 每 个 具有 有 限 交 性 质 的 可 数 闭 集 族 有 非 空 的 交 ; 

(3) X 的 每 个 序列 都 有 聚 点 . 

证 明 (1) 全 (2). 设 X 是 可 数 紧 空 间 , 多 = { 本 :me2}+ 是 X 的 具有 有 限 
交 性 质 的 闭 集 族 . 如 果 站 允 = NN 及 =C 则 {X -及 :ne2Z 是 XX 的 可 数 的 


开 和 覆盖 , 于 是 它 有 有 限 的 子 覆 盖 , 记 为 {X 一 请 , :i < m}. 因而 ,站 == 8. 这 与 
i<m 
多 具有 有 限 交 性 质 矛 盾 . 故 门 六 2. 


(2) 祝 (3). 设 {zn} 是 XX 中 的 序列 . 令 瑟 ,= {zx :kn},ne2Zj, 则 {Fn}nez, 
是 XX 的 具有 有 限 交 性 质 的 闭 集 族 . 由 假设 ， 门 二. 了 8, 取 ze 门 二, 则 zx 是 
NEZ +4 


NEZD+4 
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序列 {zn} 的 聚 点 . 
(3) 人 (人 . 设 多 ={fo:neZ+ 是 X 的 开 履 盖 . 如 果 多 没有 有 限 的 子 覆 盖 ， 
则 对 任意 的 neZi, 有 X 半 一 Uz 关 9. 取 zn EX UUwneZ .由 假设 , 序列 
全 < 所 


ZN i<n 


{zxn} 有 聚 点 x. 由 于 多 是 X 的 覆盖 , 存在 no es Z+, 使 得 ze Uo. 因为 x 是 序列 
{zn} 的 聚 点 , 存在 n > no, 使 得 zw € Un, 这 与 zw EX 一 U Ui 艺 盾 . 故 X 是 可 
数 紧 空 间 . | 

推论 4.1.1 设 X 是 非 空 的 可 数 紧 的 Hausdorf 空间 . 如 果 X 中 没有 孤立 点 ， 
则 X 是 不 可 数 集 . 

证 明 (1) 车 U 是 XX 的 非 空 开 集 上 且 x e X, 则 存在 非 空 开 集 了 C U 使 得 
rE¢V. 

由 定理 3.4.2, U 是 无 限 集 , 所 以 可 取 定 ye U- {x}. 由 于 X 是 Hausdorf 空间 ， 
X 中 存在 不 相交 的 开 集 Ui 和 WV 分 别 包含 点 xz, y. 令 V=UNnVi, 则 yeVcU 
日 zy¢V. 

(2) 任意 函数 厂 : Z4 一 X 都 不 是 满 射 . 

设 函 数 上 站: 24 一 X. 令 z= f(n), meZ. 对 非 空 开 集 U = X, 由 (1), 选取 
非 空 开 集 Vi C U, 使 得 zi ¢ Vi. 一 般 地 ， 对 已 取 定 的 非 空 开 集 a 选取 非 空 开 
集 VW C Vi_1 使 得 xz, 4 VV. 因此 , 闭 集 列 {V} 具有 有 限 交 性 质 . 由 定理 4.1.1, 存 
在 ze 门 Vn. 对 每 个 neZj, 有 xeV 而 zn 4 Vn 所 以 x 关 xn. 这 表明 函数 


nEZ+ 
f 不 是 满 的 . 

由 习题 1.1.4 的 (3), X 是 不 可 数 的 . 

下 面 讨论 定理 4.1.1 中 (3) 的 几 种 变形 . 

定义 4.1.3 设 X 是 拓扑 空间 . 如 果 X 中 的 每 个 序列 都 有 收敛 的 子 序列 , 则 
称 X 是 序列 紧 空 间 . 如 果 X 中 的 每 个 无 限 子 集 都 有 聚 点 , 则 称 X 是 列 紧 空 间 ， 

根据 定理 4.1.1 中 的 (3) 与 (1) 的 等 价 性 , 可 得 

推论 4.1.2 序列 紧 空间 是 可 数 紧 的 . 

从 定理 4.1.1 与 引 理 3.1.1 的 (2), 可 得 

推论 4.1.3 第 一 可 数 的 可 数 紧 空间 是 序列 紧 的 . 

例 4.1.1 和 良 序 空间 [0,wi) 是 非 紧 的 序列 紧 空 间 . 

由 例 3.7.3, [0,wi) 不 是 紧 空间 . 设 {zx} 是 [0,wi) 中 的 序列 , 由 推论 1.2.1, 存 
在 6 < wi, 使 得 所 有 的 zx,, < 8. 因为 [0, 68] 是 第 一 可 数 的 紧 空间 , 由 推论 4.1.3, 序 
列 {zn} 存在 收敛 的 子 序列 . 所 以 [0,wi) 是 序列 紧 空 间 . 

例 4.1.2 实数 集 R 赋予 右手 拓扑 7 的 空间 (见习 题 2.2.1) 是 列 紧 空 间 , 不 是 
可 数 紧 空间 . 
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设 4 是 RR 的 非 空 子 集 , 取 定 ae 4, 则 a 一 1e A4, 所 以 (R,7) 是 列 紧 空 间 . 由 
于 (R,7) 的 开 覆 盖 {(-mw, 十 oo0)}wez， 没有 有 限 的 子 覆 盖 , 所 以 它 不 是 可 数 紧 空间 . 

定理 4.1.2 可 数 紧 空间 是 列 紧 的 ， 的 列 紧 空 间 是 可 数 紧 的 . 

证 明 设 拓扑 空间 X 是 可 数 紧 空间 . 若 4 是 X 的 无 限 子 集 , 则 4 中 含有 可 
数 无 限 子 集 {x : n e 2 } 由 定理 4.1.1, 序列 {x,} 有 聚 点 , 则 这 限 点 也 是 4 的 
聚 点 . 

另 一 方面 , 设 和 是 Ti 的 列 紧 空 间 ， 我 们 证 明 X 满足 定理 4.1.1 的 (3). 若 
{zn} 是 X 中 的 序列 , 让 4 = {zn :ne Z4}. 如 果 4 是 有 限 集 , 则 {x,} 中 有 一 子 
列 是 常 值 序列 , 于 是 {xz} 有 聚 点 ， 如果 4 是 无 限 集 , 则 4 有 聚 点 . 由 定理 3.4.2， 
这 聚 点 是 序列 {zn} 的 聚 点 . 故 X 是 可 数 紧 空 间 . 

为 了 给 出 度量 空间 中 各 类 紧 性 的 等 价 性 , 引入 Lebesgue 数 的 概念 . 设 w 是 度 
量 空间 (X, dg) 的 覆盖 , 正 数 5 称 为 xf 的 Lebesgue 数 , 如 果 X 的 每 个 直径 小 于 6 的 
子 集 必 被 包含 在 .x 的 某 个 元 素 之 中 . 并 非 度量 空间 的 每 个 开 覆 盖 都 具有 Lebesgue 
数 . 例如 ,让 天 =1{1L:meE2Z+ 是 欧 氏 空间 (R,d) 的 度量 子 空 间 , 那么 K 的 开 履 
盖 {{1/n} :me Z4} 不 存在 Lebesgue 数 . 

定理 4.1.3 设 X 是 可 度量 化 空间 . 下 列 各 条 等 价 : 

(1) X 是 紧 空 间 ; 

(2) X 是 序列 紧 空 间 ; 

(3) X 是 可 数 紧 空 间 ; 

(4) X 是 列 紧 空间 . 

证 明 因为 可 度量 化 空间 是 允 的 第 一 可 数 空间 , 所 以 由 推论 4.1.2、 推论 4.1.3 
及 定理 4.1.2, (1) 全 (2) 合 (3) 合 (4). 为 完成 定理 的 证 明 , 只 需 证 明 序列 紧 的 度量 
空间 (X,d) 是 紧 空 间 , 分 如 下 三 步 进行 . 

(i) X 的 每 个 开 履 盖 具 有 Lebesgue 数 . 

若 不 然 , 则 存在 度量 空间 (X,d) 的 开 覆 盖 x 不 具有 Lebesgue 数 , 即 对 任意 
的 6 > 0, 存在 C Cc X, 使 得 diamC < 6 且 C 不 含 于 .x 的 任何 元 中 . 取 6 = 
1/n, me Z4, 存在 CC X, 满足 diamC，< lm 且 x 的 任意 元 素 都 不 包含 
Cn， 取 zi, € Ch， 由 XX 的 序列 紧 性 ， {zn} 有 收敛 的 子 序 列 {zw,}， 设 {zn} 收 
敛 于 z es X, 则 存在 4o es x 使 得 x e Ao， 由 于 ho 是 开 集 , 存在 s > 0, 使 得 
B(x,2e) C 40. 取 定 ie Z14, 使 得 dx,,7x) <e 且 1/n; <e. 由 于 diamnCn < 1/mi 
有 CC B(xw,1/ni) C B(x,2e) C ho, 这 与 集合 0,,, 的 选取 矛盾 . 

人 对 任意 > 0, X 的 由 全 体 = 球形 邻 域 组 成 的 开 履 盖 有 有 限 子 履 盖 . 

否则 , 存在 so > 0, 使 得 集 族 {B(z,so) : ze X)} 没有 有 限 子 族 覆盖 X.， 取 
ZEX, 则 存在 zz € XX 一 B(z1,e0). 假设 x1,z2,… ,zx 已 取 定 . 因为 {B(ziso)jisn 
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不 能 覆盖 X, 所 以 存在 za+1 EX- U B(ziso). 这 样 就 得 到 和 中 的 序列 {zx}, 满 


i<n 
足 当 m,n eZ 且 m 关 nn 时, 有 d(zm,zn) 之 20， 从而, 对 任意 ze X,，B(x,e0/2) 
中 至 多 含有 {xn} 中 的 一 项 . 因此 , {zw} 没有 收敛 的 子 序 列 . 这 与 X 的 序列 紧 性 
矛盾 . 
(过 ) X 是 紧 空间 . 
设 oz 是 的 任 一 开 和 覆盖 . 由 (i), gf 有 Lebesgue 数 5， 由 人, X 的 由 全 体 
6/3 球形 邻 域 组 成 的 开 和 覆盖 有 有 限 子 履 盖 , 设 其 为 {B(xi,6/3)ji<m. 对 每 个 i < m， 
由 于 diamB(xi,6/3) < 6, 所 以 存在 4; e 7 使 得 B(xi,6/3) C hi;. 因此, yf 的 有 限 
子 族 {Ai}ji<m 覆盖 X. 故 X 是 紧 空间 . 
由 定理 4.1.3 证 明 中 (i) 的 结论 , 得 
推论 4.1.4 (Lebesgue 数 引 理 , 1921) ” 紧 度 量 空间 的 每 个 开 禾 盖 都 具有 Lebesgue 


习 题 4.1 


4.1.1 证 明 : 单位 闭 区 间 [0, 1] 作为 Ri 的 子 空间 不 是 列 紧 的 . 
4.1.2 连续 映射 是 否 保持 可 数 紧 性 ”序列 紧 性 ? 列 紧 性 ? 
4.1.3 设 {jwez 是 可 数 紧 空 间 X 的 递减 的 非 空 闭 集 列 . 证 明 : 车 1 :六 一 Y 是 连 


续 映 射 , 且 Y 是 元 空间 , 则 门 re- 门 中 


nEZ+4 neEZ4 

4.1.4 点 z 称 为 拓扑 空间 X 的 子 集 4 的 w 聚 点 , 如 果 z 的 任何 邻 域 包含 集 4 的 无 限 
个 点 . 证 明 : 拓扑 空间 X 是 可 数 紧 的 当 且 仅 当 X 的 每 个 无 限 集 有 w 聚 点 . 

4.1.5 设 X 是 可 数 紧 空 间 . 证 明 : 若 函 数 f :XX 一 及 连续 , 则 f 是 有 界 函 数 . 

4.1.6 设 紧 的 Hausdorff 空间 X 是 两 个 闭 子 空间 Xi 和 Xs 的 并 . 如 果 Xi 和 Xs2 都 是 
可 度量 化 的 , 证 明 X 也 是 可 度量 化 的 . 你 对 上 述 结 果 可 作 何 种 方式 的 推广 ? 

4.1.7 设 函 数 1 : (X,dx) 一 (六 dr). 如 果 对 任意 的 s > 0, 存在 5 > 0 使 得 对 任意 的 
zl) TY2 EX, 当 dx(ziz2)<6 时 ,有 dr(jzi), f(x2)) < se, 称 函 数 上 在 X 上 一 致 连续 . 

利用 Lebesgue 数 引 理 , 证 明 一 致 连续 性 定理 : 设 函 数 f : (X,dx) 一 ( dr) 连续 . 如 果 
X 是 紧 空间 , 则 f 在 X 上 一 致 连续 . 


4.2 Tychonoff 积 定理 


可 度量 性 是 可 数 可 积 性 , 但 不 是 任意 可 积 性 . 定理 3.6.8 表明 紧 性 是 有 限 可 积 
性 . 本 节 要 介绍 的 Tychonoff 定理 显示 了 紧 性 是 任意 可 积 性 . 这 一 良好 性 质 的 证 明 
要 用 到 集合 论 中 的 选择 公理 . 为 此 , 先 证 明 一 些 引 理 . 
回忆 集 族 的 有 限 交 性 质 . 用 它 可 给 出 空间 紧 性 的 闭 集 形式 的 刻画 . 
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引 理 4.2.1 拓扑 空间 X 是 紧 的 当 且 仅 当 X 中 的 每 个 具有 有 限 交 性 质 的 闭 集 
族 都 有 非 空 的 交 

证 明 ”必要 性 的 证 明 同 定理 4.1.1 的 (1) =S (2). 下 面 证 明 充 分 性 . 让 of 是 X 
的 开 和 覆盖 , 则 多 = {X 一 4A:Ae .wy} 是 XX 的 闭 集 族 且 


门下 = /N(xX-bD=X- |) 4=9%. 

Fe AEmH L4EcV 
根据 假设 ， 多 没有 有 限 交 性 质 ， 因 此 , 存在 多 的 有 限 子 族 {X - 4ijis<m， 使 得 
门 (X-4;)=XX- U 4;= .于 是 ， U 4;= X. 从 而 , {hi]jixm 是 7 的 有 限 子 


i<m i<m i<m 
覆盖 . 故 X 是 紧 空 间 . 

推论 4.2.1 拓扑 空间 X 是 紧 的 当 且 仅 当 对 X 中 每 个 具有 有 限 交 性 质 的 集 族 
,有 门 Az%. 


AEm 
设 X 是 一 个 集合 . 如 果 多 是 六 的 具有 有 限 交 性 质 的 子 集 族 , 且 X 的 每 个 以 
多 为 真子 族 的 子 集 族 都 不 再 具有 有 限 交 性 质 , 则 称 子 集 族 多 关于 有 限 交 性 质 是 极 
大 的 . 
引 理 4.2.2 设 X 是 一 个 集合 . 如 果 of 是 X 的 具有 有 限 交 性 质 的 子 集 族 , 则 
存在 X 的 一 个 子 集 族 多, 使 得 多 包含 of 且 多 关于 有 限 交 性 质 是 极 大 的 . 
证 明 令 


A={2:9 是 X 的 具有 有 限 交 性 质 的 子 集 族 且 fc 2)， 


则 A 关于 集 族 之 间 的 包含 关系 是 偏 序 关系 . 要 证 A 有 极 大 元 多 . 为 此 只 需 证 明 : 
如 果 B 是 A 的 全 序 子 集 , 则 B 在 A 中 有 上 界 . 应 用 Zorn 引 理 ( 见 定理 1.3.3) 便 
可 得 A 的 极 大 元 . 
令 = 2 则 对 每 个 2 eB, 有 .fc Bc %. 往 证 具有 有 限 交 性 质 . 设 
ZE 


{CG; :i 过 n} C 名. 对 每 个 i<n, 存在 9; € BB 使 得 0;e 9%. 由 于 BB 是 全 序 的 , 所 以 
{9; :i<n} 在 B 中 有 最 大 元 , 记 为 9', 从 而 每 个 Zc 9 于 是 Ci e 9'. 因为 9 
具有 有 限 交 性 质 , 所 以 站 C; 关 g. 故 具有 有 限 交 性 质 . 


i<n 


引 理 4.2.3 ”如果 9 是 集合 X 的 关于 有 限 交 性 质 是 极 大 的 集 族 , 那么 

(1) 9 中 元 素 的 任意 有 限 交 仍 属于 9; 

(2) 如 果 X 的 子 集 4 与 9 中 任 一 元 相交 , 则 4 € 2. 

证 明 (1) 设 B= n D;, 其 中 每 个 Di e 9. 令 9' = 9U1B}), 则 9B 具有 有 


i<n 


限 交 性 质 . 事实 上 , 任 取 2' 中 的 有 限 个 元 素 D;, i < m. 由 于 9 具有 有 限 交 性 质 ， 
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Rw p= 5 pn ( 门 EE 由 2 的 极 大 性 , Be 2. 


i<m—1 
(2) 令 9' = 9U{4}, 则 9' 具有 有 限 交 性 质 . 事实 上 , 对 任意 的 Pie 2', i < 
m,， 由 于 9 具有 有 限 交 性 质 , 不 妨 设 Pw = 4. 根据 (1)， 门 D; es 9, 于 是 


i<m—1 


an{ 门 Dj za 由 2 的 极 大 性 , 4e 2. 


i<m—1 
定理 4.2.1 (Tychonoff 定理 , 1935) ” 紧 性 是 可 积 性 . 
证 明 设 {X。 :a € J} 是 紧 空 间 的 集 族 . 记 积 空间 X= II Xa. 设 必 是 X 


Qa€EJ 


的 具有 有 限 交 性 质 的 子 集 族 . 往 证 门 4 六. 从 而 由 推论 4.2.1, X 是 紧 的 . 
A 


EA 
根据 引 理 4.2.2, 存在 X 关于 有 限 交 性 质 是 极 大 的 子 集 族 9, 使 得 of Cc 9. 
给 定 a € J, 令 m:X 一 六 是 投射 . 因为 9 具有 有 限 交 性 质 , 所 以 X。 的 
子 集 族 {ra(D) : D e 29} 具有 有 限 交 性 质 . 由 X。 的 紧 性 与 推论 4.2.1, n{fmra(D) : 
Deg9 纪 zcg 取 定 zu enfraD) : De 9}. 对 xa 在 X。 中 的 任意 邻 域 DV 及 
每 个 D e 9, Us Nn ra(D) 关 2, 因而 rrl(VwJnDz 关 2C 根据 引 理 4.2.3 的 (2)， 
Xz1(Ua) es 9. 令 z=(za)aeyEeX 由 引 理 4.2.3 的 (1), 对 任意 有 限 集 .hc J 


你 : 


门 zz1(UV64) e 9. 由 积 拓 扑 的 定义 ， 


QaE€EJo 


| 门 za1(06) : jo 是 了 的 有 限 子 集 , U。 是 ze 在 Xe 中 的 开 邻 域 , a e | 
Qa€EJo 

构成 点 ze X 的 邻 域 基 . 从 而 x 的 任意 邻 域 与 9 中 的 每 个 元 素 都 相交 , 即 对 每 个 
De 9, 有 xeD. 因此 , 门 Dg. 故 门 A4#%. 


De 4EcU 


习 题 4.2 


4.2.1 设 9 是 拓扑 空间 X 的 关于 有 限 交 性 质 的 极 大 子 集 族 . 证 明 : 
(1) 对 每 个 De 9, z e DD 当 且 仅 当 x 的 每 个 邻 域 属于 9; 

(2) 若 De 9, 且 Dc 4, 那么 Ae2; 

(3) 若 X 满足 元 分 离 公理 , 则 至 多 是 单 点 集 . 


4.2.2 ”如果 集 合 X 的 子 集 族 yz 的 任意 可 数 子 族 的 交 是 非 空 的 , 则 称 gy 具有 可 数 交 性 
质 . 证 明 : X 是 Lindelaf 空间 当 且 仅 当 X 的 每 个 具有 可 数 交 性 质 的 闭 集 族 都 有 非 空 的 交 . 

4.2.3 ” 设 J = [0,1] 是 单位 闭 区 间 . 对 每 个 ae J, 记 Da = {0,1}, 赋予 离散 拓扑 , 作 积 
空间 X = TI Da. 证明: X 不 是 序列 紧 空 间 . 


CE 了 


4.2.4 试问: [0,1” 在 箱 拓扑 下 是 否 是 紧 空间 ? 
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43 紧 化 


紧 化 探讨 如 何 把 拓扑 空间 同 豚 嵌入 一 个 紧 空 间 的 问题 , 即 把 拓扑 空间 扩张 为 
某 个 紧 空 间 的 子 空 间 ， 本 节 介绍 两 种 特殊 的 紧 空 间 扩张 : 单 点 紧 化 与 Stone-Cech 
紧 化 . 

定义 4.3.1 设 X 是 拓扑 空间 . 如 果 存 在 紧 的 Hausdorf 空间 Y, 使 得 X 是 
Y 的 稠密 的 子 空间 , 则 称 了 是 X 的 紧 化 . 

设 拓扑 空间 六 , 到 都 是 X 的 紧 化 . 如 果 存 在 同 胚 户 : 页 一 丈 , 使 得 hx = ix， 
则 称 X 的 两 个 紧 化 六 与 和 等 价 . 

引 理 4.3.1 设 X 是 拓扑 空间 , 2 是 紧 的 Hausdorff 空间 . 如 果 有 hh:X 一 2 是 
拓扑 嵌入 , 则 存在 X 的 紧 化 Y 具有 性 质 : 存在 拓扑 艇 入 五 :Y 一 2Z, 使 得 Hlx =h. 

在 紧 化 等 价 的 意义 下 , 紧 化 Y 是 唯一 确定 的 , 称 为 由 拓扑 内 入 h 诱导 的 紧 化 . 

证 明 设 户 :X 一 2 是 拓扑 嵌入 . 令 Xo = NA n= 有 (X), 则 w 是 紧 的 
Hausdorf 空间 且 又 = 巧 . 因此 , jw 是 Xo 的 紧 化 . 

以 下 构造 满足 定理 条 件 的 空间 Y. 

选取 集合 4, 使 得 ANMX=&g 且 4 与 i- Xo 之 间 有 双 射 :A 一 jn 一 Xo. 
令 Y 了 = XU 4, 定义 函数 瑟 :Y 一 1w 满足 : 当 z eX 时, H(z)=h(x); 当 ae4 
时 , 五 (a) = k(a). 则 五 是 双 射 . Y 赋予 下 述 拓扑 : UV 是 了 中 的 开 集 当 且 仅 当 H(DV) 
是 jw 中 的 开 集 . 易 知 , 函数 妃 是 同 胚 . 因为 HIx = h, 所 以 X 是 Y 的 子 空间 且 
于 =Y. 因而 Y 是 久 的 紧 化 , 五 :Y 一 2Z 是 拓扑 租 入 , 见 图 4.3.1. 


| 
Ey 
Ey 
N 


对 i= 1,2, 设 7 是 X 的 紧 化 , 且 拓 扑 租 入 H; : 一 2 满足 Hilx = hh 
则 Hi(X) = h(X) = Xo， 因 为 Hi; 连续 , 所 以 Hi(Y) = Hi(X) C Hi(X) = Xo 
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( 见 定理 2.3.5); 又 因为 Xo = Hi(X) C Hi(7i) 且 H;(Y) 是 闭 的 ( 见 定 理 3.6.7)， 
所 以 Xo C Hi(Y)， 因 此 , Hi(Y) = Xo， 于 是 Hz! ofHi :站 一 是 同 胚 且 
(H3 oHi)|x = ix. 故 六 与 总 是 等 价 的 . 

一 个 拓扑 空间 X 可 以 有 多 种 不 同 的 紧 化 . 下 面 的 例子 给 出 了 一 个 开 区 间 的 3 
种 紧 化 . 

例 4.3.1 开 区 间 X= (0,1) 的 紧 化 . 

(1) 单位 圆周 S: 具有 R? 的 子 空间 拓扑 是 紧 的 Hausdorff 空间 . 函数 :XX 一 S! 
定义 为 h(t) = (cos 2xt, sin2xt), te (0,1), 则 是 拓扑 散 入 , 由 诱导 的 XX 的 紧 化 
Y 是 由 (0,1) 加 上 一 点 的 紧 化 . 

(2) 闭 区 间 Y = [0,1] 具有 RR 的 子 空间 拓扑 是 X 的 紧 化 ， 它 是 由 内 射 jx : 
X 一 工 诱导 的 X 的 紧 化 , 即 由 区 间 (0,1) 加 上 两 个 端点 得 到 的 . 

(3) 及 = [0,1] x [0,1 具有 R? 的 子 空间 拓扑 . 映射 产 : X 一 了 ?定义 为 h(x) = 
(zx, sin(1/z)), ze (0,1), 空间 Ww = h(X) 是 一 条 拓扑 学 家 的 正弦 曲线 ( 见 例 3.3.1). 
由 拓扑 嵌入 h 诱导 的 (0,1) 的 紧 化 与 前 两 个 是 完全 不 同 的 . 这 紧 化 是 由 (0,1) 的 右 
端 加 上 一 个 点 , 左 端 加 上 一 条 线段 得 到 的 . 

显然 , 上 述 3 种 紧 化 均 不 等 价 . 

定理 4.3.1 拓扑 空间 X 有 紧 化 当 且 仅 当 X 是 完全 正则 空间 . 

证 明 设 X 有 紧 化 六 , 则 X 是 紧 的 Hausdorf 空间 Y 的 稠密 子 空 间 . 由 定理 
3.6.4, Y 是 正规 的 , 因而 Y 是 完全 正则 的 . 再 由 定理 3.5.2, X 也 是 完全 正则 空间 . 

反之 , 设 X 是 完全 正则 空间 , 根据 定理 3.8.4, 存在 指标 集 J 使 得 X 能 被 拓扑 
绕 入 到 紧 的 Hausdorff 空间 [0,1]” 中. 再 根据 引 理 4.3.1, X 存在 紧 化 . 

由 定理 4.3.1, 在 讨论 拓扑 空间 的 紧 化 时 , 总 是 假设 该 空间 是 完全 正则 的 . 对 于 
完全 正则 空间 X, 如 何 构造 X 的 紧 化 ? 为 此 , 引入 局 部 紧 性 质 . 

定义 4.3.2 设 X 是 拓扑 空间 . 如 果 X 的 每 一 点 都 有 紧 的 邻 域 , 则 称 X 是 局 
部 紧 空 间 . 

显然 , 紧 空 间 是 局 部 紧 的 , 离散 空间 也 是 局 部 紧 的 . 但 是 , 有 理 数 集 Q 作为 实 
空间 RR 的 子 空间 不 是 局 部 紧 的 . 

例 4.3.2 对 每 个 ne Z+， 积 空间 R” 是 局 部 紧 的 .但 积 空 间 R® 不 是 局 部 

对 任意 的 z e R", 有 形 如 (a1,01) x (a2,b2) x … x (an, bn) 的 基 元 素 含 有 点 z， 
而 [a1;01] x [az;,02] Xx… x [an;bn] 是 zz 的 紧邻 域 , 所 以 R" 是 局 部 紧 的 . 

若 R% 中 的 点 x 具有 紧 的 邻 域 C, 则 存在 R* 的 基本 开 集 


B= (a1,b1) Xx (a2,02) Xx (an,bn) XRxRx..- 
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使 得 ze B Cc C. 对 投射 ri : 民 * 一 民 , 有 及 = Tj1(B) CH(C) C RR, 由 定理 
3.6.5, 及 是 紧 的 , 矛盾 . 

由 定理 3.6.5, 连续 函数 保持 紧 性 . 但 连续 函数 未 必 保 持 局 部 紧 性 . 事实 上 , 离 
散 空 间 是 局 部 紧 的 , 而 离散 空间 到 任意 空间 上 的 函数 是 连续 的 . 

定理 4.3.2 设 f:X 一 Y 是 连续 、 满 的 开 上 映射. 如 果 X 是 局 部 紧 空 间 , 则 
也 是 局 部 紧 空 间 . 

证 明 对 任意 yeY, 取 xef-!i(y). 由 XX 的 局 部 紧 性 , 存在 z 的 紧邻 域 C. 
由 于 f 是 连续 且 开 的 , 根据 定理 3.6.5, f(C) 是 y 的 紧邻 域 . 

对 Hausdorff 空间 给 出 局 部 紧 性 的 如 下 刻画 ， 更 自然 地 体现 了 对 “局 部 ”的 

定理 4.3.3 局 部 紧 的 Hausdorff 空间 是 完全 正则 空间 . 

证 明 设 X 是 局 部 紧 的 Hausdorff 空间 . 对 zo € X, 若是 文中 不 包含 zo 
的 闭 集 , 由 X 的 局 部 紧 性 , 存在 xo 的 紧邻 域 C. 令 V=(X- 了 Nc?°, 则 VV 是 X 
中 包含 zo 的 开 集 . 因为 X 是 Hausdorff 空间 , 紧 集 C 是 X 中 的 闭 集 , 于 是 Vc C， 
所 以 V 也 是 紧 集 . 由 于 Hausdorf 的 紧 空间 是 正规 的 ( 见 定理 3.6.4), 所 以 V 是 
正规 的 , 从 而 是 完全 正则 的 . 对 zo se 了 及 不 含 zo 的 闭 集 VV 一 V, 存在 连续 函数 
h:V 一 [0,1], 使 得 h(zo) =0 且 当 xzeV-V 时 , h(x)=1. 函数 1:X 一 1|0,1] 定 


义 为 
J) h(x), xz € V, 
ws rEX-V. 

这 函数 是 确切 定义 的 , 因为 f 在 VN(X 一 V)=V-V 上 均 取 值 1. 由 定理 2.4.4 
的 (5) ( 粘 接 引 理 ), f 是 连续 的 . 由 于 五 C 久 一 V, 所 以 f(z0) =0 且 当 xweEF 时 ， 
f(x)=1. 

定理 4.3.4 (Alexandroff 紧 化 定理 , 1924) 拓扑 空间 X 是 局 部 紧 的 Hausdorff 
空间 当 且 仅 当 存在 紧 的 Hausdorff 空间 Y, 满足 下 列 条 件 : 

(1) X 是 Y 的 开 子 空间 ; 

(2)Y 一 X 是 单 点 集 . 

证 明 必要 性 . 设 (X,m) 是 局 部 紧 的 Hausdorf 空间 . Y 构造 如 下 . 

取 一 个 不 属于 X 的 元 素 , 记 为 co. 令 了 = XU{co},Y 的 子 集 族 7 满足 : (i 
mcCri (站 YY-Cer, 其 中 C 为 XX 中 的 紧 子 集 则 7 是 Y 上 的 拓扑 (见习 题 
3.6.2). 

显然 , Y 一 是 单 点 集 且 X 是 Y 的 开 子 集 . 因为 X 是 Hausdorf 空间 , 所 以 
X 的 每 个 紧 子 集 C 是 闭 集 , 于 是 (了 -CC)nX=X-CEem 因而 ,70 二 7|x. 故 XX 
是 Y 的 开 子 空间 . 

最 后 , 证 明 Y 是 紧 的 Hausdorff 空间 . 
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Y 是 Hausdorff 空间 . 设 zy EY 且 x 关 y， 如 果 x,y e XX, 则 存在 XX 中 不 
相交 的 开 集 分 别 包 含 zx 和 yy， 如果 x,y 之 一 属于 X, 不 妨 设 ze X, y = co. 让 
UV 是 zx 在 XX 中 的 紧邻 域 , 由 定理 4.3.3, X 是 正则 空间 , 则 存在 X 的 开 集 VV 使 得 
zEVCVcU, 那么 VV 是 紧 的 , 从 而 V 和 Y-V 是 Y 中 分 别 包含 zx 和 w 的 不 相 
交 开 集 . 

是 紧 空 间 . 设 oy 是 Y 的 任意 一 个 开 覆 盖 , 存在 4o e Y, 使 得 co e 40. 对 
Y 中 的 开 集 ho, 存在 X 中 的 紧 子 集 C 使 得 Ao =Y 一 C. 因为 x 覆盖 紧 子 集 C， 
由 引 理 3.6.1, 存在 oz 的 某 一 有 限 子 族 xx' 覆盖 C, 所 以 vy 的 有 限 子 族 ex U{4o} 
履 盖 了 . 

充分 性 . 设 存 在 紧 的 Hausdorff 空间 Y, 满足 定理 的 条 件 (1) 与 (2)， 由 定理 
3.6.4, Y 是 正规 空间 . 根据 定理 3.4.8, X 是 Hausdorf 空间 . 往 证 X 是 局 部 紧 的 . 

对 任意 的 ze X,Y 中 存在 分 别 包含 x 与 单 点 集 工 - X 的 不 相交 开 集 U 和 
V. 令 C=Y-V, 则 C 是 Y 中 的 闭 集 , 从 而 也 是 Y 中 的 紧 集 . 因为 Cc XX, 所 以 
C 又 是 X 中 的 紧 集 且 x eV c C. 因此 , C 是 zz 的 紧邻 域 

在 定理 4.3.4 中 , 当 X 是非 紧 的 局 部 紧 Hausdorf 空间 时 , 有 对 =Y, 所 以 Y 
是 X 的 紧 化 ,7 称 为 久 的 单 点 紧 化 , Alexandroff 单 点 紧 化 , 或 Alexandroff 紧 化 . 

推论 4.3.1 拓扑 空间 X 是 局 部 紧 的 Hausdorff 空间 当 且 仅 当 X 同 胚 于 一 个 
紧 Hausdorf 空间 的 开 子 集 . 

证 明 由 定理 4.3.4 得 必要 性 . 为 了 证 明 充 分 性 , 只 需 证 明 局 部 紧 Hausdorff 空 
间 的 开 子 空间 是 局 部 紧 的 . 设 X 是 局 部 紧 的 Hausdorff 空间 , Y 是 X 的 开 子 空间 . 
对 每 个 ye YY, 存在 y 在 X 中 的 紧邻 域 C, 那么 CNnY 是 y 在 X 中 的 邻 域 . 由 定 
理 4.3.3, 存在 X 的 开 集 V 使 得 ye VccxVcCNY, 于 是 clxV 是 y 在 Y 中 
的 紧邻 域 . 因此 , Y 是 局 部 紧 的 . 

对 拓扑 空间 X 及 其 紧 化 Y, 一 个 基本 的 问题 是 : 寻求 定义 在 X 上 的 连续 实 值 
函数 可 以 扩张 到 它 的 紧 化 Y 上 的 条 件 . 首先 给 出 有 关 扩张 的 一 个 引 理 

引 理 4.3.2 设 X 是 拓扑 空间 , 2 是 Hausdorf 空间 , 4 C X. 如 果 函 数 f : 
4 一 2Z 是 连续 的 , 则 至 多 存在 f 的 一 个 连续 扩张 9 : 4 一 2. 

证 明 假设 函数 g1, g2 : A 一 Z 是 f 的 两 个 不 同 的 连续 扩张 . 存在 ze A, 使 
得 gi(x) 关 92(7x), 于 是 存在 2 中 不 相交 的 开 集 页， 分 别 包 含 g1 (xz) 和 g(x). 
为 g1,92 都 是 连续 的 , 存在 x 在 4 中 的 邻 域 V 使 得 Vc gi1() ngz1(U2). 这 时 
VNAz#9, 取 yeVn4, 则 


f(y)=9(Y) En(V) HSS fy)= 9(Yy) € 92(V) Cc Us. 


这 与 Vin Uo = 8 了 矛盾. 
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定理 4.3.5 (Stone-Cech 紧 化 定理 , 1937) 如 果 X 是 完全 正则 空间 , 则 存在 X 
的 紧 化 Y 满足 条 件 : 从 和 到 任 一 紧 Hausdorf 空间 的 每 个 连续 函数 可 以 唯一 地 连 
续 扩张 到 Y 上 . 

证 明 先 证 明 存 在 X 的 紧 化 Y 满足 条 件 : X 上 的 每 个 实 值 有 界 连续 函数 都 可 
以 连续 扩张 到 了 上 . 

设 {fa}jaey 是 X 上 所 有 实 值 有 界 连续 函数 组 成 的 族 . 对 每 个 we J 令 


aa = inf{fo(x) :xz € X}, ba = sup{fa(7x) :7 € X} H I= [a0,bal, 
则 fo(XX) C To. 记 积 空间 2 = ]] 14, 并 定义 上 映射: 久 一 2 为 
a€J 


h(x)= (fa(z))aes, XEX. 


根据 Tychonoff 定理 ( 见 定理 4.2.1), 2 是 紧 的 Hausdorff 空间 . 由 于 X 的 完全 正则 
性 , 函数 族 {f4}aey 分 离 X 中 的 点 与 闭 集 . 根据 引 理 3.8.1 (嵌入 引 理 ), h 是 拓扑 
媒 入 . 由 引 理 4.3.1, 存在 X 的 紧 化 Y 和 拓扑 甬 入 互 :了 一 2 使 得 Hlx =h. 

设 f 是 X 上 的 实 值 有 界 连续 函数 ， 则 存在 8 <s /使 得 /= fs. 令 9= 
Tao 玉 :Y 一 16, 其 中 xg : 2Z 一 Is 是 投射 , 那么 9 连续 且 对 任意 的 ze X, 有 
g(z) = xo(h(z)) = fa(z), 即 g|x = f. 因此 , g 是 f 的 连续 扩张 . 

现在 , 证 明 上 述 空间 Y 满足 定理 的 要 求 . 设 C 是 紧 的 Hausdorf 空间 且 函 数 
f :XX 一 C 连续. 因为 C 是 完全 正则 空间 , 根据 定理 3.8.4, 存在 指标 集 KK 使 得 C 可 
以 拓扑 圣 入 到 [0,1]. 不 妨 设 C c [0,1]*. 对 每 个 a e K, 定义 函数 大 :和 一 [0,H 
为 fo(7x) = xa(f(7z)), x EX, 则 fo 连续 . 由 前 一 段 所 证 , fo。 有 连续 扩张 ga : 工 一 下 . 
定义 函数 g:Y 一 RE 为 


9gU) = (ga(y))aer, ED 


则 9 连续 且 当 zeX 时 , g(x) = (ga(z))aek = (fa(7))aek = f(z), 见 图 4.3.2. 又 
由 于 
g(Y) = g(X) C9)= FH) CC=0, 


因此 , 9 是 f 的 连续 扩张 . 由 引 理 4.3.2 可 得 连续 扩张 的 唯一 性 . 
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对 于 完全 正则 空间 X, 满足 定理 4.3.5 的 紧 化 Y 称 为 X 的 Stone-Cech 紧 化 ， 
记 为 BX. 

推论 4.3.2 完全 正则 空间 的 任意 两 个 Stone-Cech 紧 化 是 等 价 的 . 

证 明 设 X 是 完全 正则 空间 , 让 页 和 了 玖 是 X 的 两 个 满足 定理 4.3.5 条 件 的 
紧 化 . 让 js :一 二 是 内 射 , 则 js 连续 . 由 假设 , j。 有 连续 扩张 :次 一 也. 同 理 ， 
内 射 广 :和 X 一 页 也 有 连续 扩张 f : 六 一 六. 一 方面 , 复合 函数 po 有 :一 六 
是 内 射 jx : XX 一 六 的 连续 扩张 . 另 一 方面 , 恒 等 映射 iy; :到 一 六 也 是 jx 的 连 
续 扩张 . 根据 引 理 4.3.2, f2。 有 n= iy. 同 理 , fo fo = iy. 由 引 理 1.1.2, 有 i 是 双 射 
且 甩 = ., 从 而 所 是 同 胚 . 故 六 与 到 同 胚 . 

由 定理 4.3.5, 如 果 X 是 完全 正则 空间 , C 是 紧 的 Hausdorff 空间 , 则 任意 连续 
映射 f :XX 一 C 都 有 唯一 的 连续 扩张 g: 6X 一 C. 


4.3.1 证 明 : 局 部 紧 性 是 有 限 可 积 性 . 

4.3.2 证 明 : 局 部 紧 的 Hausdorff 空间 中 的 每 一 点 都 有 闭 的 紧邻 域 基 . 

4.3.3 证明 : 若 X 是 局 部 紧 的 Hausdorf 空间 , 则 X 的 单 点 紧 化 都 是 相互 等 价 的 . 

4.3.4 证明 : 用 g(x) = cos(1/z) 定义 的 有 界 连续 函数 g : (0,1) 一 R 不 能 连续 扩张 到 
例 4.3.1 的 (3) 中 的 紧 化 ， 定 义 一 个 拓扑 嵌入 h : (0,1) 一 [0, 1]3, 使 得 函数 x, sin(1/zx) 及 
cos(1/z) 都 能 连续 扩张 到 由 h 所 诱导 的 紧 化 上 . 

4.3.5 证 明 : RR 的 单 点 紧 化 同 胚 于 R? 的 子 空间 圆周 S1. 

4.3.6 证 明 : Z+ 的 单 点 紧 化 同 肛 于 RR 的 子 空间 {0}U {1/n :me 2Z+}. 

4.3.7 设 Y 是 拓扑 空间 X 的 任意 一 个 紧 化 . 证 明 : 存在 满 的 连续 闭 映射 g : BX 一 了， 
使 得 在 X 上 它 等 于 恒 等 映 射 . 

4.3.8 证 明 : 良 序 空间 [0, wi) 的 单 点 紧 化 与 Stone-Cech 紧 化 是 等 价 的 . 

4.3.9 设 X 是 正规 空间 . 如 果 ye BX 一 XX, 则 wy 不 是 X 中 任 一 序列 的 极限 . 


4.4 ”完全 度量 空间 


度量 空间 的 完全 性 是 现代 分 析 学 的 基础 内 容 之 一 , 它 是 用 关于 度量 空间 中 点 的 
序列 的 收敛 来 描述 的 . 虽然 完全 性 只 是 一 种 度量 性 质 , 而 非 拓扑 性 质 , 但 有 许多 涉 
及 完全 度量 空间 的 定理 具有 丰富 的 拓扑 色彩 .本 节 主 要 讨论 一 些 重要 的 完全 度量 
空间 . 

定义 4.4.1 设 (X,d) 是 度量 空间 , {zn} 是 X 中 的 序列 . 如 果 对 任意 = > 0， 
存在 k e Z+, 使 得 当 n,m > 时, 有 d(zn,zm) < = 则 称 {zn} 是 柯 西 (Cauchy) 
序列 . 


. 102 . 第 4 章 紧 空 间 与 度量 空间 


易 知 , 度量 空间 (X,d) 中 的 每 个 收敛 序列 是 这 个 空间 中 的 柯 西 序列 . 
柯 西 序列 依赖 于 度量 空间 的 度量 . 
例 4.4.1 对 任意 zr,y E R, 定义 


7 y 
1+|z| 1+lyll 
则 qi 是 及 上 的 通常 度量 , ds 是 及 上 的 另 一 个 度量 . 

易 证 , f : RR 一 (一 1,1) 定义 为 f(z) = z/(1 十 |z|) 是 同 胚 映射 , 所 以 ds 导出 的 
度量 拓扑 是 及 上 的 通常 拓扑 . 序列 {n} 不 是 (R, di) 中 的 柯 西 序列 , 但 是 (R, qz) 中 
的 柯 西 序列 . 事实 上 , 由 于 

nt/ n l 1 
IT II GAO n 
所 以 对 任 一 = > 0, 只 要 n > [1/s] 时 (|1/e] 表示 不 超过 1/e 的 最 大 整数 ), 对 1 e ZZ,， 
都 有 dz(n 十 1, n) < s, 所 以 序列 {n} 在 度量 ds 下 是 柯 西 序列 . 此 外 , (R, qd2) 中 的 柯 
西 序列 {mn} 不 收敛 . 这 表明 , 柯 西 序列 不 是 拓扑 不 变量 , 柯 西 序列 未 必 是 收敛 序列 . 

定义 4.4.2 设 (X,q) 是 度量 空间 . 如 果 X 中 的 每 个 柯 西 序列 是 收敛 的 , 则 称 
(X,d) 是 完全 度量 空间 (complete metric space). 

由 数学 分 析 中 的 柯 西 收敛 准则 , 实 空间 及 是 完全 度量 空间 . 

例 4.4.2 设 慌 是 实 空间 具有 通常 的 度量 . (--1,1) 作为 RR 的 度量 子 空间 不 是 
完全 的 . 

及 同 胚 于 (1,1). 序列 {n/(n 十 1)} 是 恨 中 ,也 是 (-1,1) 中 的 柯 西 序列 . 它 在 
民 中 收敛 , 但 在 (-1,1) 中 不 收敛 . 这 表明 度量 空间 的 完全 性 不 是 拓扑 不 变量 , 同时 
也 表明 度量 空间 的 完全 性 不 是 遗传 性 . 

例 4.4.3 n 维 欧 氏 空间 R” 是 完全 度量 空间 . 

设 d 是 R" 的 欧 氏 度量 , {x;} 是 R” 中 的 柯 西 序列 , 其 中 对 每 个 i € Z, 记 
Zi 二 (Zil) Zi2,"… ,Vin). 对 每 个 <n 及 任意 i,j € ZZ， 


信人 


dz(n 证 1， n) 2 


lz 让 一 Zi 和 | (zip — 38)? = d(zi, £3). 
k=1 
因此 , 对 固定 的 < n, 序列 {zxix} 是 实 空间 R 中 的 柯 西 序列 , 因而 {zi} 收敛 , 记 
它 的 极限 是 yi € R. 令 y= (yi,y2, ,Yn) € R". 
对 任意 。 > 0 及 每 个 < n, 由 于 {zin} 收敛 于 yx, 存在 正 整 数 mx, 使 得 当 
1> mx 时 , 有 |zix 一 yw| <2e/Vn. 取 m= max{mx :kn}. 对 任意 i>m, 有 
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这 表明 序列 {x;} 收敛 于 y, 于 是 R" 是 完全 的 . 

定理 4.4.1 (Cantor 定理 , 1930) 度量 空间 (X, dg) 是 完全 的 当 且 仅 当 X 中 任 
意 满足 下 列 两 个 条 件 的 非 空 闭 集 列 {,}wez， 的 交 是 单 点 集 : 

(i) PC neEZD; 

(i) dim diam(F,) = 0. 


征明 设 度量 空间 (X,q) 是 完全 的 , {也 ,jwez， 是 X 的 满足 条 件 (i) 和 (ii) 的 

空 闭 集 列 . 对 每 个 ne Z;, 取 定 zn € 五 ,, 则 序列 {x%} 是 柯 西 序列 . 事实 上 , 对 
任意 的 s > 0, 由 (让 , 存在 正 整数 有, 使 得 当 n > 时 , 有 diam() < e. 于 是 当 
n,m >Ek 时 ,由 (0), zn, rm € Feyi, PW d(xn, zm) < diam(Fi41) < e. 

因为 (X,d) 是 完全 的 , 设 序列 {zn} 收敛 于 z e X. 对 任意 的 上 e Z4, 由 于 
{zn :nn 有 Ch 且 是 闭 集 , 于 是 xeEh 甩 . 故 ze 站 及 如果 ye 门 及 ， 


KEZ+ REZD+ 

由 (说, 则 对 任意 。 > 0, 存在 正 整 数 no, 使 得 当 ”> no 时 , 有 diam() < e. 因 
为 zy E 到 ,所 以 d(xz,y) < diam() < s. 由 于 es 的 任意 性 , 有 d(x,y) = 0, 从 而 
z= 二 y. 即 门 ,是 单 点 集 . 


mEZT 
反之 , 设 {zn} 是 度量 空间 (X, dg) 中 的 柯 西 序列 . 对 每 个 k € Z+, 存在 正 整数 
nx, 使 得 当 m,n > nx 时 , 有 d(zw zm) < 1/2*. 不 妨 设 由 入 TI ke Dj. 
对 每 个 keZ, 令 


Fy = Blzn,,1/2%—1), 
则 diam(F%) < 1/2*?. 于 是 lan diam(F%) =0. 车 ye For, 由 nx 的 选取 , 有 


pe dvi bri ) < oy 
于 是 | 
OE /CR 
从 而 y e 及 , 即 4+1 C 及 这 表明 非 空 闭 集 列 { 瑟 ,}wez, 满足 条 件 (i) 与 (ii). 由 


假设 , 记 {zx} = I 及 . 往 证 {zxw} 收敛 于 x. 


对 ke 2Zj， 由 对 rz ER, PA dr,rn) <1/2°1. n> ng 时 ,dznzn) < 
1/2*, 于 是 
1 1 


< 


d(xn, 2) < d(zn, Tnx) + d(Tni, 7) < Dk-T 2K 一 2， 


1 
py 


所 以 序列 {zx%} 收敛 于 zx. 故 (X,d) 是 完全 度量 空间 . 
定理 4.4.2 若 (X,d) 是 完全 度量 空间 , 则 度量 子 空间 (4, d4) 是 完全 的 当 且 
仅 当 4 是 X 的 闭 子 集 . 
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证 明 设 度量 子 空间 (4, da4) 是 完全 的 . 车 x e A, 对 每 个 ne 2 , 令 及 = 
AN Ba(z;1/n), 则 {jwez， 是 子 空间 4 的 非 空 闭 子 集 列 . 易 证 , 它 满足 定理 4.4.1 
中 的 条 件 (i) 和 (说 . 因为 (4, 4d4) 是 完全 的 , 根据 定理 4.4.1， NN 请 , 是 单 点 集 . 于 
是 中 4 - 

nNEZ+4 

反之 , 若 4 是 的 闭 子 集 且 {x%} 是 4 中 的 柯 西 序列 , 则 {z} 也 是 X 中 的 
柯 西 序列 , 所 以 {z%} 在 X 中 收敛 . 由 于 4 是 X 的 闭 子 集 , 其 极限 必 属 于 4. 故 
(4,d4) 是 完全 的 . 

实 空 间 R 是 完全 的 , 但 不 是 紧 的 . 怎样 的 完全 度量 空间 是 紧 的 ? 这 是 一 个 有 趣 
的 问题 . 为 此 , 引入 下 述 概念 . 

定义 4.4.3 设 (X,q) 是 度量 空间 . 如 果 对 任意 s > 0, 存在 由 = 球形 邻 域 组 成 
的 X 的 有 限 覆盖 , 则 称 度量 空间 (X, d) 是 完全 有 界 的 (totally pounded). 

显然 , 度量 空间 的 完全 有 界 性 蕴含 有 界 性 , 反之 未 必 成 立 . 如 在 标准 有 界 度量 
d(a,0b) = min{la 一 0|,1} 之 下 , 实 空 间 R 是 有 界 的 , 但 不 是 完全 有 界 的 . 

定理 4.4.3 度量 空间 (X,q) 是 紧 的 当 且 仅 当 (X,d) 是 完全 有 界 的 完全 度量 
空间 . 

证 明 设 度量 空间 (X,d) 是 紧 的 . 先 证 明 X 是 完全 的 . 若 X 的 非 空 闭 集 列 
{jwez， 满足 定理 4.4.1 的 条 件 人 ) 和 (区 , 由 引 理 4.2.1 和 条 件 (让 , 则 人 门 及 是 


neZs 
单 点 集 . 因而 , X 是 完全 度量 空间 . 再 证 明 X 是 完全 有 界 的 . 对 任意 e@>0, 由 了 X 
的 全 体 = 球形 邻 域 组 成 的 集 族 {B(x,e) :zeXl 是 X 的 开 履 盖 , 它 有 有 限 子 覆盖 ， 
所 以 X 是 完全 有 界 的 . 

反之 , 设 (X,d) 是 完全 有 界 的 完全 度量 空间 .要 证 (X,d) 是 紧 的 ， 根据 定理 
4.1.3, 只 需 证 明 (X,d) 是 序列 紧 的 . 由 于 X 的 完全 性 , 又 只 需 证 明 X 中 的 每 个 序 
列 有 子 序列 是 柯 西 序列 . 

设 {za} 是 X 中 的 序列 . 由 X 的 完全 有 界 性 , 取 = = 1, 有 限 个 半径 为 1 的 
球形 邻 域 ( 简 记 为 球 ) 覆盖 X, 所 以 至 少 有 一 个 这 样 的 球 , 记 为 Bi, 包含 有 无 限 项 
zn. 令 厂 = {ne Zi :zn€ Bi}, 则 厂 是 Z 的 无 限 子 集 同 理 ,有限 个 半径 为 
1/2 的 球 覆 盖 X, 因为 厂 是 无 限 集 , 于 是 至 少 有 一 个 这 样 的 球 , 记 为 Bs, 包含 有 无 
限 项 zw ne 刀 . 令 二 = {ne 九 :zn€ Bo}), 则 .是 五 的 无 限 子 集 . 一 般 地 , 对 
ke Z+, 存在 半径 为 1/k 的 球 Bi, 使 得 = {ne ji:zne Bk} 是 无 限 集 . 由 此 ， 
可 选取 nx € 有 使 得 nx < mp ke Z4. 对 序列 {zn} 的 子 序列 {zw}, 当 ij 宕 
时 , 有 ni,n; € 4, 因而 zw, zn; e Bi 所 以 d(xn,zn,) < 2/k. 这 表明 子 序列 {vm} 
是 柯 西 序列 . 

定义 4.4.4 设 X 是 拓扑 空间 . 如 果 X 中 可 数 个 稠密 的 开 子 集 的 交集 是 稠密 
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的 , 则 称 X 是 Baire 空间 . 
由 定理 2.3.6, 对 GCX,G=X 兮 (X-G)"=%. 由 此 , 拓扑 空间 X 是 Baire 
空间 当 且 仅 当 车 {A}wez, 是 X 中 具有 空 内 部 的 闭 集 列 , 则 U ] =%. 
NEZD+ 
定理 4.4.4 (Baire 定理 , 1914) ”完全 度量 空间 是 Baire 空间 . 
证 明 设 (X,d) 是 完全 度量 空间 , {Gn}wez， 是 X 中 稠密 的 开 集 列 . 令 G = 
站 G%. 要 证 G = X, 只 要 证 明 对 X 中 的 任意 非 空 开 集 U, 有 GNU 产儿 . 


neZ+ 

设 U 是 X 中 的 非 空 开 集 . 因为 Cl = X, 所 以 UNnGi 关 9, 取 zxieGinU, 存 
在 正 数 e1 < 1/22, 使 得 B(z1,a1) C GiNU. 因为 Go。 一 X 且 B(z1,ei) 是 钴 中 的 
非 空 开 集 , 所 以 B(xi,e1) 阁 G2 关 @, 取 rz2€ G2 B(zi,el), 存在 正 数 eo < e1/2, 使 
得 B(x2,e2) C B(z1,e1) 门 G2. 显然 , B(x2,e2) C Blzisl)nGanD. 继续 上 述 过 程 ， 
得 到 X 的 闭 集 列 {, = B(xn,en)}nez, 满足 : 对 每 个 ne Z|， 

(2) Frnt+1 C Pn; 

(i) diam(F,) < 1/2"; 

(ii) Fn C Gn NU. 
根据 定理 4.4.1, 有 门 关 8. 再 由 (ii)， 


nNEZ+ 


Nc (GNDD= GND, 


NEZ+ mEZT 


所 以 GD zf 
定理 4.4.5 局 部 紧 的 Hausdorf 空间 是 Baire 空间 . 
证 明 设 X 是 局 部 紧 的 Hausdorf 空间 , {Gn}wez, 是 X 中 稠密 的 开 集 列 . 令 
G= 门 G 要 证 明 对 X 中 的 任意 非 空 开 集 U, GNU 关 儿 . 由 定理 4.3.3, X 是 正 


neEZ+ 
则 空间 . 与 定理 4.4.4 类 似 的 构造 方法 , 以 紧邻 域 代替 球形 邻 域 , 可 得 到 X 的 非 空 
紧 子 集 列 {Cu}nez， 满足 : 对 每 个 me Z+， 
(0 Ch i EO 
(i) Cn C Gn NU. 
由 C 的 紧 性 及 引 理 4.2.1， AN 0C% 关 2. 再 由 (i 门 Cn Cc GNU, 所 以 GNU#Sg. 


NEZ+4 


下 面 给 出 Baire 空间 的 一 个 应 用 . 先 给 出 以 下 引 理 . 
引 理 4.4.1 Baire 空间 的 每 个 开 子 空间 是 Baire 空间 . 
证 明 设 Y 是 Baire 空间 X 的 开 子 空间 .让 {An}jwez, 是 Y 中 具有 空 内 
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部 的 闭 集 列 ， 如 果 ar U 4 夫 2 由 于 了 是 X 的 开 子 集 , 所 以 在 X 中 


NEZD+ 


( U 二 关 @. 因为 XX 是 Baire 空间 , 存在 ne 2 , 使 得 4w° 关 .因为 4A-° 


NEZD+ 


是 X 中 包含 于 4 内 的 非 空 开 集 , 所 以 gz# 4i° 站 4 Cc AnnY = A ( 见 定理 


2.4.2), 这 与 inty(4%) = & 矛盾 . 故 inty ( U ] 二 @. 因此 , Y 是 Baire 空间 . 


NEZ+4 


定理 4.4.6 设 {f} 是 Baire 空间 X 到 度量 空间 (Y, qd) 的 连续 函数 列 . 若 函 
数 f :XX 一 Y 满足 对 每 个 ze XXX, 序列 {f(z)} 收敛 于 f(zx), 则 使 得 f 连续 的 点 组 
成 的 集合 在 X 中 稠密 . 

证 明 任意 的 e >0 及 n,m eZ, 因为 {f} 是 连续 函数 列 , 所 以 集合 {x < 
对 :d( 扩 (7z), fm(7x)) < ce} 是 久 中 的 闭 集 . 对 ieZj, 令 


Ai(e)= 门 {z € X : dfn(2), fm(z)) < e}, 
则 Ai(e) 是 及 中 的 闭 集 ， 且 Ai(e) CC 4i+1(E)， 
对 任意 的 zo es X, 因为 序列 {f(x0)} 收敛 于 f(xo), 所 以 {f(x0)} 是 柯 西 序 
列 , 于 是 存在 ie Z+, 使 得 zo € Ai(s). 因此 ，U Ai(e)=XX. 
i€EZ+4 


令 


U(e)= () 4?(e). 
iEZ+4 
(1) U(e) 是 X 中 的 稠密 开 集 . 
设立 是 X 的 任意 非 空 开 集 , 根据 引 理 4.4.1, V 是 Baire 空间 . 由 于 


(J (Vn 4) =VNX=V, 

i€Z+ 
且 每 个 Yn4i(s) 是 V 的 闭 集 , 所 以 存在 io se Z+, 使 得 intv(VYn 4io(s)) 取 @2, 于 是 
intv(Vn4iu(s)) 也 是 X 的 非 空 开 集 , 所 以 intv(VnAi(e)) CVYn4? (se) Cc VnUl(e), 


即 U(e)=X. 
由 于 X 是 Baire 空间 , C= 门 U(1/n) 是 X 的 稠密 子 集 . 


neEZ+ 

(2) 函数 f 在 集合 C 的 每 一 点 都 连续 . 

对 任意 的 。> 0 及 任意 的 zo e C, 选取 Ke Z|, 使 得 1/k < ce/3， 因 为 
zo EU(1/k), 存在 ie Z+, 使 得 zo € 49?(1/k)， 由 于 fi 连续 , 存在 xo 的 开 邻 域 
W C Ai;(1/%) 使 得 当 xze W 时 , 有 dad(fi(zo0), fi(z)) < se/3. 对 任意 的 n>i 及 zeW,， 
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由 于 W C Ai(1/8), d(fna(z), fi(7)) < 1/k. 令 no 00, 则 ad(f(z), f(z)) < 1/k < ef3. 
因为 zo e W, 所 以 d(f(zx0), f(z0)) < s/3. 于 是 , 对 ze W, 有 


d(f (2), f(x0)) < dz) 万 (z)) + dfi(z), fi(x0)) + d(fi(xo0), f(z0)) < e. 


习 题 4.4 


4.4.1 证 明 : 了 ”关于 平方 度量 是 完全 度量 空间 . 

4.4.2 设 (X,d) 是 度量 空间 . 如 果 X 中 的 柯 西 序列 {zn} 有 聚 点 zo, 则 {zw} 收敛 于 
Xo. 

4.4.3 设 X 是 度量 空间 . 

(1) 证 明 : 如 果 对 某 个 s > 0, X 中 的 每 个 = 球形 邻 域 的 闭 包 是 紧 的 , 则 X 是 完全 的 . 

(2) 假定 对 每 个 x € X, 存在 。 > 0, 使 得 球形 邻 域 B(x,e) 的 闭 包 是 紧 的 .举例 说 明 , XX 
未 必 是 完全 的 . 

4.4.4 证 明 : 如 果 X 中 的 每 一 点 z 都 有 邻 域 是 Baire 空间 , 则 X 是 Baire 空间 . 

4.4.5 证 明 : 无 理 数 集 作 为 实 空间 及 的 子 空间 是 Baire 空间 . 

4.4.6 (压缩 映像 原理 ) 设 (X,d) 是 完全 度量 空间 .如 果 函 数 f : X 一 X 满足 : 存在 正 
数 a < 1, 使 得 对 任意 的 z,y € X, 有 d(f(z), f(y)) < ad(x,y), 证 明 存在 唯一 的 x € X, 使 得 
f(z)=x. 

4.4.7 设 (X,dx) 和 (Y,dy) 都 是 度量 空间 , Y 是 完全 的 . 如 果 ACX 且 f:A 一 Y 
一 致 连续 , 证 明 了 可 以 唯一 地 扩张 成 一 个 一 致 连续 函数 g : A 一 Y. 

4.4.8 (Peano 曲线 定理 , 1890) 设 了 = [0,1]. 证 明 : 存在 连续 的 满 映 射 f : 工 一 2. 了 称 
为 一 条 充满 空间 的 曲线 或 Peano 曲线 . 
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正规 空间 是 72 紧 空 间 和 度量 空间 的 共同 推广 , 具有 许多 重要 的 性 质 . 本 节 要 
介绍 的 仿 紧 空间 是 紧 空间 和 度量 空间 的 共同 推广 , 具有 更 丰富 的 结构 , 并 且 ZL 仿 
紧 空 间 是 正规 空间 . 它 在 微分 几何 、 动 力 系统 等 数学 分 文中 都 有 突出 的 应 用 . 先 给 
出 局 部 有 限 (离散 ) 集 族 的 概念 和 有 关 的 引 理 . 

定义 4.5.1 设 X 是 拓扑 空间 , sy 是 X 的 子 集 族 . 如 果 对 任意 的 x e X, 存 
在 z 的 邻 域 至 多 与 ay 的 有 限 个 (一 个 ) 元 素 相交 , 则 称 .of 是 局 部 有 限 (离散 ) 的 . 

空间 X 的 可 数 个 局 部 有 限 (离散 ) 集 族 的 并 称 为 o 局 部 有 限 (o 离散 ) 的 集 族 . 

显然 , 离散 集 族 是 局 部 有 限 集 族 ; 可 数 集 族 是 o 离散 的 . 

引 理 4.5.1 设 X 是 拓扑 空间 . 若 x 是 X 的 局 部 有 限 的 集 族 , 则 

(1) xz 的 任意 子 族 是 局 部 有 限 的 ; 
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(2) zx 中 元 素 的 闭 包 组 成 的 族 3 = {4 : 4e vvY} 也 是 局 部 有 限 的 ; 

(3) LU{A: AeE w}=U{A:Ae ww)}. 

证 明 (1) 显然 成 立 . 

(2) 对 x eX 及 zx 的 开 邻 域 U, 若 4 e wy, 由 推论 2.3.1, 则 UNnA=g&g 人 对 
Zn4= gg 所 以 了 至 多 与 x 中 的 有 限 个 元 素 相交 当 且 仅 当 U 至 多 与 37 中 的 有 
限 个 元 素 相 交 . 从 而 , 2 是 局 部 有 限 的 . 

(3) 显然 , U{A: Ae x} CU{A :4Ae.wY. 下 证 相反 的 包含 关系 . 设 zt U{A: 
A e wf), 由 于 zy 的 局 部 有 限 性 , 存在 z 的 邻 域 了 仅 与 ay 中 的 有 限 个 元 素 相 交 , 记 
其 为 4 过 mm 由 于 x¢ U Lh, 令 U=VN (*- U 古风 是 的 人 城 上 
任意 Ae ,有 UNA= gg. 因而 ,UN(U{A4:Ae wy)=8. 故 xv¢U{A4:Ae wy), 
即 U{A:Ae wi} CU{A:Ae ww). 

推论 4.5.1 设 x 是 拓扑 空间 X 的 局 部 有 限 的 子 集 族 . 若 YC wf， 则 
uf4:4ec 是 X 的 闭 集 . 

定义 4.5.2 设 X 是 拓扑 空间 , 多 , Y 都 是 X 的 覆盖 . 如 果 对 每 个 Ve ,都 
存在 Ue YY 使 得 CD 则 称 少 加 细 有 多, 或 多 是 2 的 加 细 ; 如 果 更 设 % 的 每 
个 元 素 是 开 ( 闭 ) 集 , 则 称 光 是 多 的 开 ( 闲 ) 加 细 . 

定义 4.5.3 (J. Dieudonné, 1944) 设 X 是 拓扑 空间 . 如 果 X 的 任意 开 和 覆盖 都 
存在 局 部 有 限 的 开 加 细 , 则 称 X 是 仿 紧 空间 . 

显然 , 紧 空间 是 仿 紧 空间 . 反之 不 一 定 成 立 . 具有 无 限 个 元 素 的 离散 空间 是 仿 
紧 的 非 紧 空间 .因为 这 个 空间 中 由 全 体 单 点 集 组 成 的 集 族 是 任意 开 履 盖 的 局 部 有 
限 的 开 加 细 , 但 它 本 身 没 有 有 限 子 覆 盖 . 

定理 4.5.1 拓扑 空间 X 是 紧 空 间 当 且 仅 当 它 是 可 数 紧 的 仿 紧 空间 . 

证 明 ”必要 性 是 显然 的 , 下 证 充分 性 . 设 X 是 可 数 紧 的 仿 紧 空 间 , 但 不 是 紧 空 
间 . 存在 X 的 某 个 开 履 盖 ZU 没有 有 限 子 覆盖 . 由 X 的 仿 紧 性 , 2 存在 局 部 有 限 
的 开 加 细 区 显然 , Y 也 没有 有 限 子 覆 盖 . 因此 , 可 选取 中 的 元 素 列 {Vi,}wez,， 
使 得 每 个 人 一 局 记 关 ,neEZi. 取 定 zuwe 们 一 人 ,neEZj. 因为 X 可 数 紧 ， 


序列 {zw} 在 XX 中 有 到 点 zx, 则 zx 的 任何 邻 域 都 包含 无限 个 zn; 从 而 与 无 限 个 VV， 
相交 . 这 与 % 是 局 部 有 限 的 矛盾 . 
定理 4.5.2 仿 紧 空间 的 每 个 闭 子 空间 是 仿 紧 的 . 
证 明 设 Y 是 仿 紧 空间 X 的 闭 子 空间 . = {Va :ae J} 是 子 空间 Y 的 开 
覆盖 . 对 每 个 a es J, 存在 X 的 开 集 UV。 使 得 V = Us NY. 集 族 多 ={Ua :ae 
J}U{X 一 站} 是 X 的 开 履 盖 , 由 X 的 仿 紧 性 , 存在 X 的 局 部 有 限 开 覆盖 次 加 细 
Y. 于 是 , {WNY :We 六 } 是 子 空 间 Y 的 局 部 有 限 覆 盖 且 加 细 Y, 所 以 站 是 仿 
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紧 空 间 . 

仿 紧 空间 的 开 子 空间 未 必 还 是 仿 紧 空 间 . 如 良 序 空间 [0,wi] 是 紧 空 间 , 从 而 是 
仿 紧 空间 ， 它 的 开 子 空间 [0,wi) 是 非 紧 的 可 数 紧 空间 ( 见 例 4.1.1), 由 定理 4.5.1， 
[0,wi) 不 是 仿 紧 空间 . 

定理 4.5.3 ”Hausdorf 的 仿 紧 空间 是 正规 空间 . 

证 明 设 X 是 Hausdorf 的 仿 紧 空间 . 先 证 X 是 正则 空间 . 设 已 是 X 中 的 
闭 子 集 及 zx e XX 一 FF. 对 每 个 ye 忆 由 于 X 是 Hausdorf 空间 , 存在 X 中 不 相交 
的 开 集 ,Ws 分 别 包含 点 y, x, 那么 ,nn Ws = g ( 见 推论 2.3.1), 从 而 zz 可， 
设 Y={U:ye fF}U{X- 了 }, 则 Y 是 X 的 开 覆 盖 . 由 于 X 是 仿 紧 空间 , 存在 
X 的 局 部 有 限 开 覆盖 加 细 Y. 令 加 ={Veyx%:VNF#9), 则 % 覆盖 . 令 
U= WV, 则 UU 是 X 中 包含 的 开 集 . 由 于 是 局 部 有 限 的 , 根据 引 理 4.5.1 


VE 
的 (1) 与 (3), 有 U= 3 VV. 如 果 ze 万 则 存在 Ve % 使 得 ze V. 由 的 定 
义 ， 存在 ye 下 使 得 了 CT 从 而 ze U,. 这 矛盾 表明 zx 4 U. 故 X 的 不 相交 开 
集 U, 和 -万 分 别 包含 F, x. 因此 , X 是 正则 空间 . 

再 证 X 是 正规 空间 . 设 4, B 是 X 中 不 相交 的 闭 子 集 . 由 X 的 正则 性 , 对 每 
个 ze B, 存在 XX 中 不 相交 的 开 集 U0, Vi 使 得 A CU,ze WW. 这 时 , ANV;=&%. 
设 光 = {Vi :ze B}U{X-B), 则 是 XX 的 开 和 覆盖 ,于 是 存在 六 的 局 部 有 限 开 
覆盖 加 细 . 令 


m={Wew:wWNB#o}, V= () Ww, 
We 


则 V 是 XX 中 含有 B 的 开 集 且 根 据 引 理 4.5.1, 六 = U 于 .对 每 个 磷 e WW, 有 


AN 玉 = 8, 从 而 A4NnV=g. 令 UVU=X-V, 则 UU,， V 是 中 分 别 包 含 4, B 的 不 
相交 开 集 , 所 以 X 是 正规 空间 . 

由 此 可 见 , 仿 紧 空间 与 紧 空间 有 一 些 类 似 的 性 质 ， 定 理 3.6.3 表明 , Hausdorff 
空间 的 每 个 紧 子 集 是 闭 的 . 但 这 个 结果 对 仿 紧 空间 不 成 立 . 例如 , 集合 和 = {0}U 
{1/n :me 2Z+} 作为 实 空间 R 的 子 空间 是 紧 的 Hausdorff 空间 , X 的 子 空间 K = 
{1/n :ne Zr} 是 离散 空间 , 所 以 是 仿 紧 的 子 空间 , 但 是 KK 不 是 X 的 闭 子 集 . 

下 面 的 定理 给 出 仿 紧 空间 的 刻画 

定理 4.5.4 (E. Michael, 1953) 设 X 是 正则 空间 . 下 列 各 条 等 价 : 

(1) X 是 仿 紧 空间 ; 

(2) X 的 每 个 开 和 覆盖 都 有 o 局 部 有 限 的 开 加 细 ; 

(3) X 的 每 个 开 和 覆盖 都 有 局 部 有 限 的 加 细 ; 

(4) X 的 每 个 开 和 覆盖 都 有 局 部 有 限 的 闭 加 细 . 
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证 明 (1) 全 (2). 显然 成 立 . 
(2) 过 (3). 设 是 XX 的 任意 一 个 开 覆 盖 , 让 = U 是 的 o 局 部 有 
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限 的 开 加 细 , 其 中 每 个 (ne Z;) 是 X 的 局 部 有 限 的 开 集 族 . 

对 每 个 ie Zi, 令 下 = UV 对 每 个 neZi 及 Ve%, 令 W(n,V) = 

VE 

V 一 U VV, 置 

i<n 

%= {WV :Vem}, = ()%. 
NEZD+4 

往 证 WY 是 X 的 局 部 有 限 覆 盖 . 设 x e X, 因为 XY 是 XX 的 覆盖 , 存在 最 小 的 
正 整 数 n, 使 得 x € Vi. 取 定 Ye % 使 得 x eV, 那么 x € W(n,V) ee WY. 对 任 
意 的 k>n 及 V'eh, 有 VNW(E,V ) CWN(X-) = 8. 因此 , W(n,V) 与 
5 (k > n) 中 的 任意 元 素 都 不 相交 . 对 i < n, 因为 是 局 部 有 限 的 ， I 的 邻 
域 U; 仅 与 % 中 有 限 个 元 素 相 交 , 从 而 UV; 也 仅 与 六 中 有 限 个 元 素 相 交 


U= Wn VN NUN...NU,, 


则 区 是 z 的 邻 域 , 仅 与 YW 的 有 限 个 元 素 相交 . 

显然 ,次 是 多 的 加 细 . (3) 成 立 . 

(3) 僵 (全 . 设 多 ={fUa:ae 几 是 X 的 任意 一 个 开 覆 盖 . 对 每 个 ze X, 存在 
a € J 使 得 ze Us. 由 X 的 正则 性 , 存在 z 的 开 邻 域 V 使 得 Te Cc Us. 

令 光 = {Vi :xzeX}, 则 是 的 开 加 细 . Y 存在 局 部 有 限 的 加 细 . 令 
WN={V:W eV}), 根据 引 理 4.5.1 的 (2), 则 闪 是 的 局 部 有 限 的 闭 加 细 . 

(4) 芒 (1). 设 是 XX 的 任意 一 个 开 履 盖 . 记 多 的 局 部 有 限 加 细 为 Y= {Vi: 
teT}. 

对 每 个 zeX, 由 的 局 部 有 限 性 , 存在 x 的 开 邻 域 4 仅 与 多 的 有 限 个 元 
素 相交 . 令 of = {hj :x EX}, 则 oy 是 久 的 开 覆 盖 , 于 是 它 有 局 部 有 限 的 闭 加 细 
ZF. 

对 每 个 te 7 了 7, 令 


Wi=X-UrFegF:rnV =o)}. 


由 于 多 是 XX el 根据 引 理 4.5.1 的 (3), Wi 是 X 的 开 子 集 且 
CWi. 如 果 Fe 多 , 则 


WNFAGSOVNFAS. (4.5.1) 


因为 是 Y 的 加 细 , 对 每 个 te 了, 可 以 选取 Ui e WY 使 得 VcU. 令 Wi = 
Win. 则 WW'= {Wi :teT} 是 儿 的 开 加 细 . 往 证 W' 是 局 部 有 限 的 . 
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设 ze XX, 由 多 的 局 部 有 限 性 , 存在 x 的 邻 域 O 仅 与 多 中 的 有 限 个 元 素 相 
交 , 记 其 为 hi, i < m. 因为 是 xy 的 加 细 , 所 以 对 每 个 i< m, 存在 4 ez 使 
得 Ff C A;,. 由 于 每 个 4A, 仅 与 的 有 限 个 元 素 相交 , 所 以 每 个 仅 与 中 的 
有 限 个 Vi 相交 . 根据 (4.5.1), 每 个 F; 仅 与 有 限 个 Wi 相交 . 由 于 OC U ,于 是 


i<m 
2 的 邻 域 O 仅 与 有 限 个 Wi 相交 , 从 而 仅 与 有 限 个 Wi 相交 . 

推论 4.5.2 正则 的 Lindelaf 空间 是 仿 紧 的 . 

例 4.5.1 两 个 仿 紧 空间 的 积 空 间 未 必 是 仿 紧 空间 . 

设 及 是 下 限 拓扑 空间 ( 见 例 2.2.4 (2)). 因为 Ri 是 正则 的 Lindelsf 空间 ( 见 例 
3.7.2). 由 推论 4.5.2, Ri 是 仿 紧 空 间 . 由 于 Ri x Ri 不 是 正规 空间 ( 见 例 3.4.3), 由 定 
理 4.5.3, Ri x Ri 不 是 仿 紧 空间 . 

本 节 最 后 介绍 的 Stone 定理 是 度量 空 | 
代 一 般 拓扑 学 发 展 的 一 个 里 程 碑 . 

对 度量 空间 (X,q) 的 非 空子 集 4，B, 定义 4 与 B 之 间 的 距离 dA4, B) 为 


El 


良好 性 质 的 杰出 表现 . 这 定理 也 是 现 


d(A, B)= inf{d(a,b):a€ A, be B}. 


定理 4.5.5 (Stone 定理 , 1948) 度量 空间 的 每 个 开 和 覆盖 有 o 离散 的 开 加 细 . 
证 明 设 (X,q) 是 度量 空间 , 多 = {U6 :ae J} 是 X 的 开 覆 盖 . 对 每 个 we J， 
NE Vi 令 


Usn = {re xX: B(x,1/2°) CU (4.5.2) 


则 Ua pa U Ua 并 且 TE Uh 当 且 仅 当 dl(z, 从 一 Uan) 之 /25 
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如 果 VE Ope yy ¢ Uo nt+1, 则 


1 
27 十 1 2 


事实 上 ， 当 TE Uan, 2/ ¢ Uan+1 时 ， 由 (4.5.2)， 


d(x,y) > (4.5.3) 


因而 
1 
d(x,X— Ua)— dy,X-U)> 


由 定理 3.1.6 的 证 明 , 有 


dz,y) 2 |dz,X — Uo) dy, X- Ua) > HT 


.112. 第 4 章 紧 空 间 与 度量 空间 


由 Zermelo 良 序 定理 , 把 指标 集 J 良 序 化 . 对 每 个 ae J,nezZi, 令 


Ub 一 Uan (J Uy mt (4.5.4) 


"yk 


对 任意 a,8e azB, 按 a<B 或 a>B6, 由 (4.5.4)， 


Un CX- Uaonti 或 UE, CX Ugntl. (4.5.5) 


如 果 ze Ux, y E03%, 由 (4.5.4) 和 (4.5.5) 两 式 , 则 当 aw < PB 时 ,x € Uan,yg¢ 
Usanti; 当 a >B 时 ,ye€E Ugmn, X44 Ugm+ti: 所 以 由 (4.5.3), 总 有 d(x,y) > 1/22+1， 
即 

d(Uan, UBn) > 四 (4.5.6) 

对 任意 的 zeX, 令 ww=minfyeyJ: ze 则 zs. 因而 存在 me Z+， 

使 ze Van 由 (4.5.4), ze Uz ,. 这 就 表明 


U*, =X. (4.5.7) 


QEJNEZD+ 


对 任意 的 we 忆 neZj, 令 


1 
0 = {se Xt de Un) < | 


Dnts 
易 知 
Us CU Ue (4.5.8) 
由 (4.5.6) 及 三 角 不 等 式 , 见 图 4.5.1, 易 证 对 a,B € J azpb， 
1 


dUsn, UBin) > Fiz 


yD 


图 4.5.1 


于 是 对 ze X，B(z,1/2"43) 至 多 与 %%, = {Ut,, :ae J} 中 的 一 个 元 素 相交 ， 
所 以 %, 是 XX 的 离散 开 集 族 . 再 由 (4.5.7) 和 (4.5.8), = U 长 是 儿 的 ve 离 散 


NEZ+4 
开 加 细 . 
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推论 4.5.3 ”度量 空间 是 仿 紧 空间 . 


习 题 4.5 


4.5.1 证 明 : 紧 空间 与 仿 紧 空间 的 积 空间 是 仿 紧 空间 . 

4.5.2 证 明 : Lindelsf 空间 中 的 局 部 有 限 集 族 是 可 数 的 . 

4.5.3 证 明 : 拓扑 空间 X 是 可 数 紧 空 间 当 且 仅 当 X 的 每 个 局 部 有 限 集 族 是 有 限 的 . 

4.5.4 设 隐 空间 XX 的 每 个 开 覆 盖 都 有 局 部 有 限 的 闭 加 细 . 证 明 : X 是 正规 空间 . 

4.5.5 设 X 是 Hausdorff 的 局 部 紧 的 连通 空间 . 证 明 X 是 仿 紧 空间 当 且 仅 当 X 是 
Lindeléf 空间 . 

4.5.6 设 X 是 正则 空间 . 证 明 : 

(1) 若 X 是 有 限 个 仿 紧 的 闭 子 空间 的 并 , 则 X 是 仿 紧 的 ; 

(2) 若 X 是 可 数 个 仿 紧 的 闭 子 空间 的 并 , 且 这 些 闭 子 空间 的 内 部 覆盖 X, 则 X 是 仿 紧 的 . 

4.5.7 (A. Stone, 1948) 证明: 度量 空间 的 每 个 开 履 盖 有 局 部 有 限 且 o 离散 的 开 加 细 . 


4.6 Bing-Nagata-Smirnov 度量 化 定理 


在 3.8 节 中 的 Urysohn 度量 化 定理 给 出 了 拓扑 空间 可 度量 化 的 充分 条 件 , 这 个 
条 件 较 简单 , 应 用 也 较为 方便 . 但 是 , 它 的 条 件 (正则 空间 具有 可 数 基 ) 强 一 些 , 所 得 
到 的 结果 也 较 强 (可 分 的 度量 空间 ). 寻找 拓扑 空间 可 度量 化 的 充分 且 必 要 条 件 是 
数学 家 们 所 希望 的 . R. H. Bing ( 美 , 1914~1986), 和 J. Nagata (日 , 1925~2007), Ju. 
M. Smirnov ( 俄 , 1921~) 分 别 用 o 离散 基 和 o 局 部 有 限 基 人 代替 Urysohn 度量 化 定 
理 中 的 可 数 基 条 件 , 刻画 了 拓扑 空间 的 度量 化 . 这 就 是 本 节 的 Bing-Nagata-Smirnov 
度量 化 定理 . 先 给 出 有 关 的 定义 和 引 理 . 

定义 4.6.1 设 X 是 拓扑 空间 , 4C X. 如 果 4 是 X 的 可 数 个 开 子 集 的 交 , 则 
称 4 为 X 的 Gs 集 . 如 果 4 是 XX 的 可 数 个 闭 子 集 的 并 , 则 称 4 为 X 的 Ff 集 . 

显然 , 拓扑 空间 X 的 子 集 4 是 G; 集 当 且 仅 当 X-4 是 丈 集 . 易 证 , 度量 空 
间 中 的 每 个 闭 集 是 Gs 集 (见习 题 4.6.1). 

引 理 4.6.1 若 久 是 具有 o 局 部 有 限 基 的 正则 空间 , 则 X 是 正规 的 且 X 的 
每 个 闭 子 集 是 Gs 集 . 

证 明 因为 拓扑 空间 X 具有 o 局 部 有 限 的 基 , 所 以 X 的 每 个 开 覆 盖 具 有 o 
局 部 有 限 的 开 加 细 , 由 定理 4.5.4, X 是 仿 紧 空间 . 再 由 定理 4.5.3, X 是 正规 空间 . 

记 多 = U 名 ,是 XX 的 o 局 部 有 限 基 , 其 中 每 个 多 , 是 局 部 有 限 的 . 设 W 


NEZD+4 


是 X 的 开 集 . 对 每 个 ne Zi, 令 


臧 


Un =U{BEe DB,:BcW)}. 
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由 引 理 4.5.1, Un, C W， 从 而 ，U Un C W. 另 一 方面 , 对 每 个 ze W, 由 XX 的 


mEZT 
正则 性 , 存在 Be 多 使 得 ze Bc BcW, 于 是 存在 ne Zi, 有 Be 多 ,所 以 
ZE Un 从而, W Cc U Un 这 就 证 明了 W = U Un. 即 六 的 每 个 开 集 是 Ff, 
NEZD+4 


nEZ+4 
集 , 于 是 X 的 每 个 闭 集 是 Gs 集 . 
引 理 4.6.2 设 X 是 正规 空间 . 若 4 是 X 中 闭 的 Gs 集 , 则 存在 连续 函数 
:六 一 [0,1], 使 得 x e 4 当 且 仅 当 f(x)=0. 
证 明 因为 4 是 XX 的 Gs 焦 , 存在 XX 的 开 和 集 列 {Ujwez,, 使 得 4= 0 Un. 


对 每 个 ne Zi, A CcU, 由 Urysohn 引 理 , 存在 连续 函数 f, : XX 一 [0,1], 使 得 当 
rz EA 时 , f(z) =0; 当 zz 4 U6 时, f(z)=1. 定义 函数 f: 关 一 [0,1| 为 


Jo) = Dfn(o), rexX. 
ek 


由 级 数 > (1/2") 的 收敛 性 , 函数 项 级 数 > (1/2")f(z) 在 义 上 一 致 收 合 . 根据 一 
致 收敛 定理 (参考 定理 3.1.8 及 习题 3.1.7), f 连续 . 显然 , 当 ze 4 时 , f(x) = 0; 当 
rz ¢ A 时 , f(x) > 0. 

设 & 是 拓扑 空间 X 的 覆盖 , 对 ze X, 记 


st(x,Y)=U{UVUEZY :xeEeU)}. 


定理 4.6.1 (Bing-Nagata-Smirnov 度量 化 定理 , 1950, 1951) 对 正则 空间 X, 下 
列 条 件 等 价 : 

(1) X 是 可 度量 化 空间 ; 

(2) X 具有 o 离散 的 基 ; 

(3) X 具有 ec 局 部 有 限 的 基 . 

证 明 (全 (2). 设 (X,q) 是 度量 空间 . 对 每 个 ne Z+, 置 2 = {B(z,1/2") : 
2 € X}， 显 然 , 对 每 个 zx e X, st(z, UW) C B(x,1/n)， 由 Stone 定理 ( 见 定 理 
4.5.5), 4 具有 o 离散 的 开 加 细 苏 . 由 于 %, 加 细 Yo, 对 每 个 x € X, st(x,%) C 
st(z, Un). 置 = WU 如 . 对 每 个 ze X 及 每 个 包含 x 的 开 集 U, 存在 ne 2 


nNEZ+ 
使 ze B(z,1/n) Cc U, 取 和 中 任 一 包含 点 x 的 开 集 V, 则 VC st(x,%%) C 
st(z; 4) C B(xz,1/n), 所 以 xe VcU. 因此 ,是 X 的 o 离散 基 . 

(2) 过 (3). 显然 的 . 

(3) 全 (1). 设 正 则 空间 X 具有 o 局 部 有 限 基 多 = LU 名 ,,, 其 中 每 个 多, 是 


NEZ+4 
局 部 有 限 的 . 由 引 理 4.6.1 和 引 理 4.6.2, 可 得 


4.6 Bing-Nagata-Smirnov 度量 化 定理 . 115 . 


Gi) 如 果 W 是 中 的 开 集 , 则 存在 连续 函数 /: 和 一 [0,1], 使 得 ze W 当 且 
仅 当 f(x) > 0. 

(区 存在 某 个 指标 集 J C Z| x 多 , 使 得 X 可 以 拓扑 咎 入 积 空间 [0,1]”. 

对 每 个 ”ne Z4+ 及 任意 的 Be 多,, 由 (i), 存在 连续 函数 万 6B:X 一 [0,1/m， 使 
得 x € B 当 且 仅 当 fps(x) > 0. 对 任意 的 zo e X 及 X 中 不 包含 zo 的 任意 闭 集 
4, 存在 ne Zi 及 Be 名, 使 得 zoe Bc 天 -4, 从 而 fs(zo0) 4 到 .8(4). 于 是 
连续 函数 族 {fi,8 :ne Z4, Be 多 ,} 分 离 X 中 的 点 与 闭 集 . 令 J = {(n,B) :ne 
Z4, BE BB}, 则 .JCZ x 多 定义 函数 FF: 和 一 [0,17 为 


F(x) = (fn,B(7))(n,Bes, TEX. 


根据 引 理 3.8.1 (嵌入 引 理 ), 相对 于 [0,1]7 的 积 拓 扑 而 言 , 函数 已 是 拓扑 嵌入 . 

(十) 相对 于 [0, 1]7 的 一 致 拓扑 而 言 , 函数 是 拓扑 撕 入 . 

函数 仍 是 单 射 设 万 是 RR7” 上 的 一 致 度量 ( 见 定义 3.8.1). 对 任意 的 x = 
(za)ae, Y = (Ya)aes € [0,1]”, 


Flz,y) = supflza — yal :ae J}. 


根据 例 3.8.3, 5 诱导 的 [0,H7” 上 的 拓扑 细 于 它 上 的 积 拓扑 . 因而 , 相对 于 一 致 度量 ， 
函数 焉 把 和 中 的 开 集 映 为 [0,1]” 的 子 空 间 2 = F(X) 中 的 开 集 . 往 证 F 连续 . 

对 每 个 zo e X, 任意 的 => 0 及 me 2Z+, 由 于 多, 是 局 部 有 限 的 , 存在 zo 的 
邻 域 Ui 仅 与 多 中 的 有 限 个 元 相交 , 记 它们 为 Bai, i < k. 对 B= Bni, 由 fi.B 
的 连续 性 , 存在 zo 的 邻 域 Vn,B C Un, 使 得 当 z < Vn,B 时 ， 有 


| jn,B(z) 一 万 ,B(zo)| < 5 (4.6.1) 


令 =N{ViB :B= Bas i< 让, 则 WW 是 xo 的 邻 域 , 且 当 xeEVWh 及 Be 多， 
时 , 有 (4.6.1) 式 成 立 . 这 只 需 注 意 到 , 如 果 Be 8B 一 {Bni:i<k}, 则 WMB=&%， 
由 fi,B 的 定义 , 当 x € VV, 时 , fi,B(7x) = 0. 

选取 m e Z, 使 得 2/m <e. 令 玉 = 门 VW 则 WW 是 xo 的 邻 域 . 对 任意 


i<m 
XEW 及 (n,B)E J 如果 nm, 则 (4.6.1) 式 成 立 ; 如 果 n>m, 则 
1 
m 


Pa ER 0 0 2 Cy 


& 
二 
于 是 
PD((F(x), F(x0)) = sup{|fa(x) 一 大 (zol:ae J} < 5 < <. 


从 而 , 玉 是 连续 的 . 故 :XX 一 [0,1]7 是 拓扑 嵌入 . 因此 , X 是 可 度量 化 空间 . 
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定理 4.6.1 的 (1) 令 (2) 称 为 Bing 度量 化 定理 , (1) 今 (3) 称 为 Nagata-Smirnov 
度量 化 定理 . 

定义 4.6.2 设 X 是 拓扑 空间 . 如 果 对 每 个 ze X, 存在 z 的 邻 域 U 作为 XX 
的 子 空间 是 可 度量 化 的 , 则 称 X 是 局 部 可 度量 化 的 . 

定理 4.6.2 (Smirnov 度量 化 定理 , 1951) 拓扑 空间 X 是 可 度量 化 的 当 且 仅 当 
X 是 Hausdorfl, 仿 紧 且 局 部 可 度量 化 的 空间 . 

证 明 ”必要 性 来 自 定理 3.4.6 及 推论 4.5.3. 下 面 证 明 充 分 性 . 

设 X 是 Hausdorf, 仿 紧 且 局 部 可 度量 化 的 空间 .由 定理 4.5.3, X 是 正规 的 . 
根据 Bing-Nagata-Smirnov 度量 化 定理 , 只 需 证 X 具有 ce 局 部 有 限 的 基 . 

由 于 X 是 局 部 可 度量 化 空间 , 设 多 是 由 可 度量 化 的 开 集 组 成 的 X 的 覆盖 ， 
再 由 X 的 仿 紧 性 , YU 存在 局 部 有 限 的 开 加 细 .对 每 个 Ve€ ,由 定理 3.1.4, V 
是 可 度量 化 的 . 设 dy 是 子 空间 V 上 的 度量 . 对 每 个 ze V, e > 0, 令 By(z,e) = 
{yeEV:dv(z,y) < 则 By(z,e) 是 V 中 的 开 集 , 从 而 也 是 X 中 的 开 集 . 

对 每 个 meE2Z, 令 哎 ={Bvrlzlm:zeyrey 则 ov 是 XX 的 开 和 覆盖 . 
由 X 的 仿 紧 性 , op, 存在 局 部 有 限 的 开 加 细 Bm. 令 多 = UU Bm, 则 多 是 XX 的 


mEZ+4 
o 局 部 有 限 的 开 集 族 . 往 证 Bg 是 X 的 基 . 

设 zeX 及 已 是 zx 的 邻 域 . 由 于 少 是 X 的 局 部 有 限 覆 盖 , > 仅 属 于 少 中 的 有 
限 个 元 素 , 记 其 为 Vi, V2,… , WV. 对 每 个 ;和 k,，ViNU 是 子 空间 Vi 中 zx 的 邻 域 , 所 以 
存在 s; > 0, 使 得 By (zx,ei) C ViNU. 选取 me Z ,使 得 2/m < min{ei1,e2,:… ,ex}. 
因为 多 是 X 的 覆盖 , 所 以 存在 Be 多 使 得 ze B. 又 因为 多 加 细 cp, 存 
在 Ve 及 yeV, 使 得 Bc By(y,1/m). 因而 xeBCcBv(y,1/m), 所 以 x eV， 
从 而 存在 ; < %, 使 得 V = VV. 对 任意 的 > e By(y,1/m), 有 


多 
dv(z,z) < dv(z,y) 十 dvr(yz) < ey 
即 By(y,1/m) C Bv(x,e;). 于 是 


TEBCBv(Y,1/m)C Bv(r,ej;) = Byv,(z,e;) CU. 


故 多 = U 多 m 是 X 的 o 局 部 有 限 的 基 . 


meEZ+ 
推论 4.6.1 设 X 是 正则 的 Lindel5f 空间 . 如 果 X 是 局 部 可 度量 化 的 , 则 X 
是 可 分 的 度量 化 空间 . 
证 明 由 推论 4.5.2, X 是 仿 紧 空间 , 从 而 X 是 可 度量 化 空间 . 再 由 定理 3.8.3， 
X 是 可 分 的 度量 化 空间 . 
例 4.6.1 良 序 空间 [0,wi) 是 局 部 可 度量 化 的 非 仿 紧 空 间 . 
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对 任意 的 x € [0,wi), z 的 开 邻 域 [0,z] 是 第 一 可 数 的 可 数 空间 , 所 以 [0,z] 具 
有 可 数 基 , 从 而 是 可 度量 化 的 (由 定理 3.4.7 和 定理 3.8.5). 于 是 [0,wi) 是 局 部 可 度 
量化 的 . 由 例 4.1.1 和 定理 4.1.3, [0,wi) 不 是 可 度量 化 的 . 再 根据 定理 4.6.2, [0, wi) 
不 是 仿 紧 空间 . 


4.6.1 
4.6.2 
4.6.3 
正规 的 . 
4.6.4 
4.6.5 


习 题 4.6 


证 明 : 度量 空间 中 的 每 个 闭 集 是 Gs 集 . 
利用 定理 3.7.6 的 证 明 方法 , 直接 证 明 : 具有 o 局 部 有 限 基 的 正则 空间 是 正规 的 . 
设 拓扑 空间 X 的 每 个 闭 子 集 是 Gs 集 . 若 X 是 正规 空间 , 则 X 的 每 个 子 空间 是 


证 明 : 良 序 空 间 [0, wi) 中 的 全 体 孤 立 点 之 集 不 是 [0,wi) 的 集 . 
找 一 个 非 离散 的 度量 空间 , 它 没有 可 数 基 . 
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动力 系统 的 研究 , 起 源 于 常 微分 方程 定性 理论 的 探索 . 考虑 定义 于 Rw 上 的 微 
分 方程 组 


dz 
二 2(z) 

和 初始 条 件 z(0) = zo. 如 果 G(x) 满足 一 定 的 条 件 , 那么 解 p(t, zo) 总 是 存在 的 , 并 
且 可 以 对 一 切 4E 了 和 xzoeR7 有 定义 . 把 zo 写作 x, 解 p(t,zx) 应 满足 以 下 关系 : 

(1) 2(0,z) = 7, Vr ER”™; 

(2) p(s+t,7) = p(s, p(t,72)), Vs,t eR, zx eR™. 
满足 条 件 (1) 和 (2) 的 映射 p : 及 x 了 Rm 一 及 m 称 为 及 m 上 的 动力 系统 或 流 . 对 给 
定 的 zx e 了 Rm, 点 集 {w(t,7x) : t € 民 } 称 为 动力 系统 p 经 过 点 xz 的 轨道 . 19 世纪 末 
开始 , J. H. Poincaré (法 , 1854~1912) 等 就 对 这 种 系统 的 轨道 结构 展开 研究 . 

受 上 述 研 究 的 启发 , 人 们 考虑 更 一 般 的 连续 映射 p : 民 x 半 一 XX, 其 中 久 是 拓 
扑 空间 . 称 yp 是 空间 X 上 的 动力 系统 , 如 果 yp 具有 下 列 性 质 : 

(3) (0,7)= 7z, Vr EX; 

(4) p(s+t,7) = p(s, P(t,7)), VstER reX. 

20 世纪 初 , G. D. Birkhoff ( 美 , 1884~1944) 等 开展 了 拓扑 动力 系统 一 般 理论 的 
研究 . 

设 o 是 拓扑 空间 X 上 的 动力 系统 ,YmEZ, 由 won(z) = oln;z) 定义 的 连续 映 
射 wp : 久 一文 应 满足 : 

(5) 9° = ix; 

(6) pm = gop™, VYV n,meZ. 
由 于 2 具有 逆 映 射 p-1, 因而 ”是 同 胚 . 一 般 地 , 对 任意 的 同 胚 f : X 一 X, 总 能 生 
成 双边 序列 {f"}wez, 其 中 定义 月 = 和 1*=f*1of, f*=(f-1)*, VkeZ. 
显然 , 这 双边 序列 满足 : 

(7) f° = ix; 

(8) f*t™= fof™, Vn,meZ. 

人 们 称 这 种 由 同 胚 通过 迭代 生成 的 双边 序列 为 离散 动力 系统 . 如 果 考 虑 连续 映 
射 :一 六, 则 可 生成 单 边 序列 {f”}hnen 满足 相应 的 条 件 , 这 种 序列 称 为 离散 半 
动力 系统 . 它们 提供 了 系统 在 未 来 一 串 离散 时 刻 状 态 变化 的 趋势 . 广义 地 说 , 描述 
决定 性 系统 的 数学 模型 都 可 以 称 为 动力 系统 . 但 通常 所 谓 的 动力 系统 , 多 指 由 映射 
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迭代 生成 的 系统 或 常 微 系统 . 由 于 S. Smale ( 美 , 1930~ ) 等 的 大 力 提倡 , 自 20 世纪 
60 年 代 以 来 , 对 于 离散 ( 半 ) 动力 系统 的 研究 迅速 发 展 起 来 . 

关于 更 一 般 的 拓扑 群 上 的 动力 系统 , 读者 可 参考 叶 向 东 等 的 《拓扑 动力 系统 概 
论 》[9]. 


5.1 轨道 与 拓扑 共 思 


设 X 是 拓扑 空间 , f : X 一 X 是 连续 映射 . 这 f 常 称 为 XxX 上 的 连续 自 映射 . 
对 每 个 zx e X, 集合 Oj(z) = {f"(z) : mn € N} 称 为 f 过 点 x 的 ( 正 半 ) 轨道 . 若 
f(z) = x, 则 z 称 为 了 的 不 动 点 . 若 存 在 ne Z+, 使 得 f"(z) =z, 则 称 z 为 的 
周期 点 , 并 把 使 得 f"(x) = z 成 立 的 最 小 正 整 数 ” 称 为 z 的 周期 ,x 称 为 f 的 n 周 
期 点 ,过 周期 点 x 的 轨道 Oy(x) = {f*(z) :0 入 上 <n} 称 为 了 的 一 条 周期 轨道 或 
n 周期 轨道 . 分 别 记 7 的 不 动 点 的 集合 和 周期 点 的 集合 为 Fix(f) 和 P(f). 显然 ， 
Fix(f) C P(f). 

对 ze 及 ， 集合 

= 站 {f(z) :KK 人 :kn} 
neEZ+ 

称 为 轨道 Or(z) 的 w 极限 点 集 . 显然 , w(z,f) 是 X 的 闭 子 集 ; 如 果 XX 是 紧 空间 ， 
则 wz, 有 关 @ ( 见 引 理 4.2.1). 称 忆 (有) =Uf{w(z, 了 :XEX} 为 f 的 w 极限 点 集 . 

2 EX 称 为 f 的 回归 点 , 若 对 x 在 XX 中 的 每 个 邻 域 0, 存在 ”ne 2Z+ 使 
得 f"(z) e U, 即 x € {f"(z):neZ4}， f 的 回归 点 的 集合 记 为 R(f)， 显 然 ， 
P(f) C Rf). 

Zz EX 称 为 f 的 非 游荡 点 , 若 对 zx 在 X 中 的 每 个 邻 域 V, 存在 me Z+ 使 得 
广 "(CJnC 关 C. 了 的 非 游 功 点 的 集合 记 为 29( 有 ). XX 一 2(P 中 的 点 称 为 f 的 游 
荡 点 . 

引 理 5.1.1 车 f 是 拓扑 空间 X 上 的 连续 自 映射 , 那么 

(1) 2(f) 是 匀 的 闭 集 且 w(f) UR(f) c 2( 有 ); 

(2) f(2(f)) C 0(7); 

(3) 若 X 是 第 一 可 数 空间 , 则 z e 2(f) 当 且 仅 当 对 x 的 每 个 邻 域 U0, 存在 无 
限 个 正 整数 上 使 得 广 *(D)mn 蕊 天台 5. 

证 明 ) 若 zx 是 j/ Ps J 的 开 人 2 和 me 2Z+ 使 得 广 *(D)n 


则 对 = 的 任 一 人 名 域 vy ns 使 得 0 于 是 ze f-"*(U)NU, 从 
而 ze 0( 有 ), 因此 R(f) Cc 0( 有 ). 若 xz EX 久 且 ye w(z, 了 有 ), 则 对 vy 的 任 一 邻 域 
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V, 存在 正 整数 m > 使 得 f"(z)，f*(z) e V, 于 是 f™(V)N ff *(V) 关 %, 即 
fHVINVZzG, WM ye 2(f). 

(2) 若 ze 802(f) 且 U 是 f(x) 的 邻 域 , 则 -1(U0) 是 xz 的 邻 域 , 存在 ne Zr 
使 得 f-"(f-1(0)) Nf-10) 冯 ,那么 f7"(U)NU 关 8, 所 以 f(x) e 8( 有 ). 故 
1(2(f)) C 2(F). 

(3) 设 X 是 第 一 可 数 空间 , U 是 z 的 邻 域 且 me Z4+. 如 果 ze P( 了 ), 则 存在 
kk > n 使 得 f*(x) = z, 于 是 ze f-*(U)nU， 如 果 x & P(f), 则 存在 x 的 邻 域 
V CU 使 得 , fi(V)NV = Cg V1<i<n. 否则 , 记 的 含 于 U 内 的 可 数 递减 
的 局 部 基 为 {Vj}jez,, 则 对 每 个 j e Zj, 存在 正 整数 ij <n 和 xj € 3(V) nV 
从 而 存在 固定 的 io。 < n 和 子 序列 {ji,} 使 得 每 个 ij,， = io， 这 时 , zj， € Vj, 且 
f(zj,) E WV, 由 于 {VW,}mez, 是 zx 在 XX 中 的 局 部 基 , jio(z) = z, 矛盾 . 现在 ， 
设 ze 0(f) 且 zz 的 邻 域 VcU, 使 得 对 每 个 1<i<n 有 f/f7i(V)NV = C 则 存 
在 正 整 数 k 使 得 f-*(VjnV@, 从 而 k>n 且 1f-*(DNnUzASg. 

如 果 X 的 子 集 4 满足 f(4) c 4, 则 称 4 是 f 的 不 变 集 . 由 引 理 5.1.1, 8(f) 
是 f 的 不 变 集 . 易 验 证 , Oj(z), w(z, 了 ), Fix( 了 ), P(f) 都 是 f 的 不 变 集 ， 周期 轨道 
的 任何 非 空 真子 集 都 不 是 不 变 集 , 即 周期 轨道 是 f 的 极 小 不 变 集 . 

例 5.1.1 对 单位 圆周 S! 赋予 通常 的 弧 长 度量 d, 定义 f:S! 一 Si! 为 f(z)= 
ze2"™9, 其 中 9 是 常数 . 同 胚 映射 称 为 旋转 映射 . 

对 每 个 z € S!, ne ZZ, f"(z) = ze2™"i9. 由 此 , f"*(z) = > 当 且 仅 当 存在 EZ 
使 得 0 = k/n. 

当 9 是 有 理 数 时 ，j 的 每 一 条 轨道 是 周期 轨道 , 即 P(f) = Si!， 当 9 是 无 理 
数 时 , f 的 每 一 条 轨道 是 S1 的 稠密 子 集 ， 事实 上 , 对 每 个 > se S1, 由 于 0 是 无 理 
数 , 所 以 Oj(z) 中 的 点 是 两 两 互 不 相同 的 . 对 S$! 的 任 一 开 弧 4, 存在 ; e Z+ 使 得 

27x/7 < diam(A). 令 z= f*(z), 0 过 有 过 j, 则 存在 不 

X 同 的 n,m € {0,1,… ,站 } 使 得 d(zn,zm) < 2z/j. 不 妨 设 

"| n> m, 记 no=n 一 m, 则 对 每 个 eZ, 有 
了 


So 


df FHV (20), fe (20)) = dsn, zm) < diam( A). 


因而 , 存在 ko € Z+ 使 得 fro"o(zo) es 4, 即 Oy(z) 是 SI 
的 稠密 子 集 . 

定义 5.1.1 设 X Y 都 是 拓扑 空间 , /:X 一 X 和 0: 并 一 了 都 是 连续 映射 
如 果 存 在 同 胚 丈 :X 一 了 使 得 oj=go 施 则 称 上 与 9 是 拓扑 共 斩 的 . h 称 为 f 
到 9 的 拓扑 共 罗 , 见 图 5.1.1. 

显然 , 拓扑 共 轿 是 等 价 关 系 . 如 果 h 是 f 到 g 的 拓扑 共 恩 , 那么 对 每 个 ze 
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X, nE N, 有 hh(f"(z)) = g"(h(x)), 这 表明 h(Oy(z)) = Oo,(h(x)). 易 验证 ， 


h(wlz, 1)) = wh(z),9), nFix(f)) = Fix(g), nh(P(f)) = P(g9), 


涉及 动力 系统 研究 中 所 感 兴趣 的 许多 性 质 , f 与 9 都 是 一 样 的 , 所 以 在 动力 系统 的 
研究 中 , 相互 共 轿 的 两 个 连续 自 映 射 可 看 成 是 相同 的 . 因此 , 当 研 究 连 续 自 映射 的 
动力 系统 性 质 时 , 可 用 与 它 拓扑 共 罗 的 较 人 简单 的 连续 自 映射 来 代 玲 它 . 


习 题 5.1 
5.1.1 如 果 4 是 f 的 不 变 集 , 则 4 也 是 的 不 变 集 . 


5.1.2 ,的 周期 轨道 是 f 的 极 小 不 变 集 . 
5.1.3 验证: 拓扑 共 箔 是 等 价 关 系 . 


5.2 周 期 3 


了 R 的 闭 区 间 称 为 线段 . 在 动力 系统 的 讨论 中 , 最 简单 的 问题 也 许 是 : 线段 上 的 
连续 自 映 射 有 怎样 的 周期 轨道 ? 设 上 是 线段 7 上 的 连续 自 映 射 .f 的 图 像 和 直线 
=2 的 交点 的 横 坐 标 是 f 的 1 周期 点 (不 动 点 ). 如 果 {zi1, zx2} 是 f 的 2 周期 轨 
道 , 则 关于 直线 y = z 对 称 的 两 点 (zx1, za), (x2,z1) 都 在 函数 的 图 像 上 . 周期 超过 2 
的 轨道 就 不 具有 如 此 明显 的 几何 直观 . 图 5.2.1 画 出 了 [0, 1] 上 的 连续 函数 f 的 图 
像 . 显然 , f 有 不 动 点 zo, 2 周期 轨道 {x1, zz}, 还 有 3 周期 轨道 {0,1/2,1}. f 还 有 
没有 别 的 周期 轨道 ? 例如 , f 有 没有 7 周期 轨 
道 ? 有 没有 2008 周期 轨道 ” 这 是 不 容易 看 出 
来 的 ， 正 因为 如 此 , 虽然 人 们 研究 线段 上 的 自 
映射 已 有 久远 的 历史 , 但 是 一 直到 1964 年 , A. 
N. Sarkovskii 才 发 现 , 这 种 映射 的 周期 点 的 周期 
呈现 出 令 人 惊异 的 规律 性 . Sarkovskii 定理 长 期 
不 为 西方 学 者 所 知 , 1975 年 , T. Y. Li 和 J.A. 
Yorke 才 重 新 证 明了 该 定理 的 一 个 特殊 情形 : 如 
果 线 段 上 的 连续 自 映 射 具 有 3 周期 点 , 则 它 就 
具有 一 切 周期 的 周期 点 ， 本 节 先 介绍 这 一 较 简 
单 情 形 的 证 明 . 

定义 5.2.1 设 f 是 线段 I 上 的 连续 自 映射 . 如 果 存 在 了 的 子 线段 K,L 使 得 
Lc f(K), 则 称 K 在 f 下 覆盖 工 ,简称 K 覆盖 工 , 记 为 KK 发 工 或 简 记 为 KK 一 工 . 
如 果 天 一 KK, 记 为 一 KK. 
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为 了 叙述 的 简洁 , 本 节 及 5.3 节 中 , 均 设 f 是 线段 1 上 的 连续 自 映射 , J,K, 工 
(可 能 含有 下 标 ) 等 表示 了 的 子 线段 . 由 连续 函数 的 介 值 定 理 和 最 值 定理 , 若 /是 了 
的 子 线段 , 则 (7) 也 是 线段 . 

引 理 5.2.1 若 KK 一 工 , 则 存在 KK 的 子 线 段 7 满足 : /7) = 工 且 如 果 万 是 
J 的 真子 线段 , 那么 f (1) 工 . 

证 明 记 工 = [a,8]. 因为 LC f(K), 存在 a,be K 使 得 f(a)=a, 7 = 
不 妨 设 a <b, 记 


c=sup{z EK:7z<b,f(x)=a}, d=inf{xEK:z>c,f(7)= 06}, 


则 7 了 = [c,d] 满足 要 求 . 
引 理 5.2.2 若 太 一 K, 则 了 在 K 中 有 不 动 点 . 
证 明 设 开 = [a,0], 则 [a,b] cf(la,]), 那么 存在 xi,x2 e [a,0], 使 得 


f(z1) <a<zr, f(r2) 0 72. 


即 连续 函数 f(x) - z 在 zi;za 的 值 若 都 不 是 零 , 则 异 号 , 所 以 存在 zo e K 使 得 


f(x0) = zo. 
下 述 引 理 是 寻求 周期 点 或 周期 轨道 的 一 种 基本 方法 . 
引 理 5.2.3 ”如果 五 一 瑟 一 … 一 于 一 五, 则 存在 ze 使 得 f*(x)=x, 且 


对 j=1,2,…,n 一 1, 有 fi(z) € Lri. 
证 明 由 引 理 5.2.1, 对 j= 1,2,... ,Nn, 存在 dy C 万 使 得 


f(7n)= 且 fF(7)= iri, Vi=1,2,.… #1 


因为 矿 力 万 , 由 引 理 5.2.2, 存在 ze 万 c 使 得 jn(z) = z 从 而 当 了 = 
1,2,.… ,nn 一 1 时 ,有 fi(x) € Jiri C Tiri. 

引 理 5.2.4 若 xe7 则 

(1) f"™(z) = zz 当 且 仅 当 z 的 周期 ”能 整除 m; 

(2) 如 果 z 是 f 的 n 周期 点 ,mm 与 nn 互 素 , 则 zx 是 f™ 的 n 周期 点 . 

证 明 (1) 若 xz 的 周期 ”能 整除 m, 记 m= nd, 则 "(zx)=(f")4(z)=z. 反 
之 , 设 f™(z)=x 且 zz 是 了 的 n 周期 点 . 那么 n<m, 记 m=ng+t+7, 其 中 geZy 
且 0<r<n, 于 是 z=f"(z)= 扩 (f(z)) = f(z), 从 而 r=0, 所 以 ”整除 mm 

(2) 显然 , (J™)"(z) = jz = zx. 若 z 是 f™ 的 周期 点 , 由 (1), 则 k 刺 
除 n. 又 由 于 f*m(z) = x, 于 是 n 整除 mp, 而 m 与 n 互 素 , 所 以 n 整除 k. 因此 ， 
n=k. 


下 面 介绍 本 节 的 主要 定理 . 记 f 的 周期 的 集合 为 PP( 了 ). 
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定理 5.2.1 (Li-Yorke 定理 , 1975) 设 /是 线段 了 的 连续 自 映 射 . 若 3 € PP( 用 ， 
则 ZZ = PP( 方 . 

证 明 设 zo < zi < zx 是 了 在 了 的 一 条 3 周期 轨道 , 则 /zi) = zo 或 
f(z1) = z2， 不 妨 设 f(z1) = za 则 必 有 jzo) = zl 且 f(x2)= zo 记 信 = 
[zo,zj,7= [ztza, 则 有 一 了 己 .对 任意 的 me Z 一 {3}, 由 引 理 5.2.2, 不 妨 
设 m > 2, 考虑 f 的 覆盖 关系 : 


/CD oo.…m J Koo. 


由 引 理 5.2.3, 存在 ye J 使 得 f™(y) = y, f™-!i(y)e K 且 对 j=1,2,.…,m 一 2 
有 fi(y) s J， 我们 断言 : y, f(y),… ,f"-!(y) 是 两 两 互 不 相同 的 ， 若 不 然则 
f™ 1(y) € {yf f(D))}, 因而 f™ 1(y) e JNK= {v1), 故 y= f(y) = 
f(z1) = z2, 所 以 zo = f(y) ev 矛盾 . 从 而 , me PP( 了 ). 

定理 5.2.2 (1) 若 me PP(f) 一 {1), 则 2€PP(f). 

(2) 若 2" € PP(f), 则 2"-1 € PP( 了 ). 

证 明 (1) 不 妨 设 m = min(PP(f) - {1,2)). 把 了 的 一 条 m 周期 轨道 中 的 
点 按 从 小 到 大 的 顺序 排列 为 zo < zl <… < zmi 对 7 了 = 1,2,…,m 一 1, 记 
万 = [zjtz 中 由 于 f(Z;) 关于 是 存在 7 < m 一 1 使 得 一 J, 关 J 从 而 
在 mm 一 1 条 线段 I; (i < m 一 1) 中 必 有 p (1 <p<m 一 1) 条 两 两 不 同 的 线段 
(1 < << p), 使 得 


re 


由 引 理 5.2.3, 存在 y € 六 使 得 f?(y) = y, 所 以 f 有 9 周期 点 且 1<q<m--1. 由 
mm 的 选取 ， 0 一 2. 

(2) 若 n=1, 设 {zo,z1} 是 了 的 一 条 2 周期 轨道 . 记 J 为 以 zo,zi 为 端点 的 
线段 , 则 了 一 J, 于 是 f 在 中 有 不 动 点 . 车 n > 1 则 户 ”有 4 周期 点 , 那么 
12" ”有 2 周期 点 , 即 f 有 2"-! 周期 点 . 

本 节 最 后 给 出 例子 说 明 , 即使 很 简单 的 函数 , 其 周期 点 之 集 也 可 以 有 相当 复杂 
的 结构 . 记 I = [0,1]. 

例 5.2.1 函数 :I 一 I 定义 为 


27， 0<z<1/2, 
f (2) = 
2(1—7z), 1/2<z<1, 


则 PP(f)=Z4, P(f)=1-P(f)=L. 
事实 上 , 取 定 zo = 6/7 ed 那么 f3(x0) = (2/7) = f(4/7) = 6/7, 所 以 上 有 
3 周期 点 , 由 定理 5.2.1, PP(f) = ZZj. 
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注意 到 , 每 个 x e 1 可 表示 为 2 进 制 小 数 


z=0.oloa…ok… 一 》 了 ， ak € {0,1}. 
k=1 


若 记 ax = 二 1 一 ax, 则 


0.a243.… Gk, Qa1=1. 


0. ea 三 洛 
f(z) -1 Q2Q3 Qk ， Q1 ) 


其 次 ， 正明 P(f)= . 对 每 个 x e mEZ ,以 2 进 制 记 x = 0.a1Q2:…ak…， 
公 
Ss 


00 三 0.01022 0102 070102 "0m, 


1 一 0.a1a2 和 Qma1a2 PE Qma1Q2 人 Qma1a2 Em Qi “…， 


则 zo 和 zi 中 至 少 有 一 个 是 f 的 周期 不 大 于 m 的 周期 点 , 且 lz 一 各 | < 1/2™, |z 一 
1| 和 1/2™. 于 是 , f 的 周期 点 集 在 工 中 稠密 . 
再 次 , 证 明 I 一 P( 有 ) = 工 如 果 zx 是 (0,1) 中 的 2 等 分 点 , 则 


2 一 0.aiaz…:ak000.… 或 2 一 0.ala2.…QkLLL.…， 


那么 J*+1(z) = 0, 可 见 z 一 定 不 是 f 的 周期 点 ， 从 而 , f 的 非 周 期 点 集 在 工 中 


习 题 5.2 


5.2.1 设 a 是 了 的 p 周期 点 . 若 g= f? 且 p 与 gq 的 最 大 公约 数 是 d, 则 a 是 g 的 p/a 
周期 点 . 

5.2.2 设 a 既是 户 的 mm 周期 点 , 又 是 f 的 n 周期 点 . 如 果 与 4 的 最 大 公约 数 是 d， 
则 7 = dm. 

5.2.3 在 定理 5.2.1 的 论证 中 , 假设 f(x1) = zo, 证 明定 理 5.2.1. 


5.3 Sarkovskii 定理 


把 关于 f 的 覆盖 关系 一 五 一 五 一 … 一 到 一 五 按 箭头 的 顺序 列 为 多 边 形 
状 的 图 示 , 称 为 ( 圈 长 大 的 ) f 覆盖 图 , 见 图 5.3.1. 

先 证 明 以 下 构造 覆盖 图 的 一 条 技术 性 引 理 . 

引 理 5.3.1 (覆盖 引 理 ) 设 f 是 线段 T 上 的 连续 自 映射 , m 是 f 的 大 于 1 的 最 
小 奇 周期 . 若 zo 是 f 的 m 周期 点 , 则 线段 J = [minOjy(x0),maxOjy(zo0)] 被 Oj (zo0) 
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的 m 个 点 分 拆 为 m 一 1 个 两 两 无 公共 内 点 的 子 线 段 {1;}j<m_1, 使 得 有 f 覆盖 图 
(图 5.3.2) 


Ti 1» A: fo ni，, 有 Di DlVvl<2i+1l<m—2). 


C2 


. 
2 
le .0 
. 
AR ”J 
.J 
1 I 0 : ~ 7 
~ ~ 
~e<—。 
L 五 五 
5.3.1 图 5.3.2 


证 明 记 O= or(zo, 儿 是 Oo 的 任意 两 相 邻 顶点 构成 的 m 一 1 条子 线段 的 集 
合 . 分 6 步 完 成 引 理 的 证 明 . 

(1) 存在 厂 e .2 使 得 五 一 五 . 

记 a =min0,，8=max9, 则 f(a) >a 且 f(8) < 6, 存在 


a= max{y € O: f(y) >Yy} < 6b, 


于 是 有 be O 使 得 五 = [a,9]€ .名 . 显然 , f(a) > 且 /入 ww 即 五 一 五 . 
(2) 归纳 定义 子 线段 (7 入 月, 其 中 大 是 某 个 正 整数 , 使 得 每 个 .的 端点 在 
O 中 且 


n=JShSs...Sh=y 
置 
五 三 五 ，JiH= [min(f(7;) NO), max(f lJ) NNO), je Zt+. 
显然 , 万 一 Jj41. 尚 需 验 证 每 个 万 C Jjy1. 由 于 站 C 了 (1), 所 以 


J1iC [min(f(n) 门 O)， Iax( 丰 (万 ) 站 O)] = ./2. 
设 已 证 SA 全 7 则 
FC [min(f(T) NO), max(f (i) NO)] = Jin. 


因为 周期 轨道 是 f 的 极 小 不 变 集 , 只 要 .JB 0, f(J) 中 就 必 含 有 O 中 不 在 万 中 
的 点 , 所 以 J 去 Jj+1. 因为 O 是 有 限 集 , 所 以 存在 ke Z+ 使 得 大 = 江 
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(3) 存在 到 E 儿 使 得 五 夭 于 一 五 . 
对 一 [a, 0], 置 


A={zEO:z<a}, B={z€E0O0:zz>0), 


则 AUB= 0 中 有 m 个 元 , 于 是 元 素 个 数 |4| 关 1B|. 不 妨 设 4| > |B|. 由 于 flo 是 
单 射 , 所 以 f(A) & B, 于 是 存在 ze A 使 得 f(z)e A. 让 c=max{ze A:f(z)e 4 
则 c < a, 因而 存在 线段 I = [c,d] & 儿 , 满足 c <d<a, f(c) <a, f(qdq)>05, 即 
万 尖 玉 一 五. 

从 而 

太古 

(4) 若 线段 K 的 端点 在 O 中 且 一 Le 2 则 存在 Me 儿 使 得 McCK 且 
Mo—L. 

由 引 理 5.2.1, 存在 线段 Ki = [y,6] C K, 使 得 f(K1) = L, 且 Ki 是 具有 此 
性 质 的 极 小 者 , 于 是 (y,5) Nn 0 = 9 因而 存在 唯一 的 M & 2, 满足 (y,56) C M Cc 
K, M— f(Ki)=L. 


结合 (2) ~ (4), 对 了 = 2,3,… ,kk 一 1, 存在 . 的 


> 子 集 九 e 使 得 


1 | yp 
“ > 如 图 5.3.3. 在 此 f 覆盖 图 中 , (必要 时 ) 通过 圈 长 
人 六、 。 的 进一步 碱 少 , 设 丰 是 覆盖 图 的 最 小 圈 长 . 
(5) k=m—1. 
图 5.3.3 由 (2) 和 (3), 1 < 天 冬 浆 一 1. 如 果 k<m 一 2, 则 
依 为 奇数 或 偶数 , 分 别 考虑 覆盖 关系 
RT 三 帮 交 太 二 2 看: 


由 引 理 5.2.3, 存在 ye 和 奇数 nn(k 或 十 1) < m 一 2 使 得 f*(y) =y, 于 是 vy 的 
周期 小 于 n, 存在 ; < 使 得 -IO e hn TCc0, 所 以 y= f"(y)& 0, 与 假设 巴 
盾 , 故 k==m 一 1. 

(6) 乡 中 的 线段 在 数 轴 上 按 从 小 到 大 的 顺序 排列 为 


Tm-1, 7m-3，， 71211713 “ 本 或 Jm-2)，7m-4)， a 了 i 


对 7 了 = 0,1,…,m 一 1, 记 aj = fi(a)， 由 圈 长 有 的 最 小 性 ,在 纪 中 五 只 能 
履 盖 I 和 1, 于 是 关系 f(a) > b，f(b) < a 中 恰 有 一 为 等 式 ， 如 果 f(a) = 5b, 则 
a0 二 a, al = 二 5, a2 = 二 f(0) <4a 与 a 相 邻 , 所 以 厂 = [ao,al]， 12 = [a2,ao]， 因为 
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HE) 玫 五 且 Jao) = ol 所 以 oa = f(a2) > ol 又 因为 在 汉中 七 只 能 覆盖 二 ,所 
以 as 与 ui 相 邻 , 即 五 = [ai,as]. 

通过 有 限 归 纳 法 , 对 正 整 数 i I;_1 的 右 端点 在 f 的 值 是 2; 的 左 端点 (i < 
号 9), 且 12; 的 左 端 点 在 的 值 是 Ji44 的 右 端点 (i < 号 3 引 , 于 是 2 中 线段 在 数 
轴 上 排列 为 


ee SR , 12, 11, 73， Ps , [m2. 
如 果 f(b) = a, 则 图 中 线段 在 数 轴 上 排列 为 
TY fy :A DR FE 


这 时 ， Livy 的 两 端点 是 Qm—1, Qm 一 3 且 f(am-1) 二 Q0， Jam 3) 二 Qm 一 2， 于 是 


Cb) DTPmnU1U.…U7 2. 


由 此 , 得 到 了 所 需 的 /覆盖 图 , 见 图 5.3.2. 
如 果 记 和 履 盖 引 理 中 的 m = 2n 十 1, 则 O 中 点 由 小 到 大 可 排 为 下 列 两 种 顺序 之 
, 见 图 5.3.4: 


Qn <a2n_ 2 <: <a2<a0<a <a3 < < an_1, 


Q2n-1 < QA2n-3<***<a1<aQA0 < a <a4 < < Qn. 


推论 5.3.1 若 f 有 2n+1 周期 轨道 (n 是 某 一 正 整 数 ), 则 对 任意 > 2n 十 1， 
/有 周期 轨道 . 

证 明 不 妨 设 2n +1 是 f 的 大 于 1 的 最 小 奇 周期 . 对 上 > 2n 十 1, 由 覆盖 引 
理 , 有 


TS = oy Hy 
Ne 


k—(2n—1) 
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由 引 理 5.2.3, f 有 周期 轨道 . 
推论 5.3.2 若 f 有 2n+1 周期 轨道 (n 是 某 一 正 整 数 ), 则 对 任意 正 整 数 , f 
有 2k 周期 轨道 . 
证 明 由 推论 5.3.1, 只 要 证 明 <n 的 情形 . 对 k= 1,2,… ,mn 有 


Tani. op [pri SS on = To sis 


由 引 理 5.2.3, f 有 2(n 一 十 2 周期 轨道 . 当 从 n 变 到 1 时 ,得 到 了 的 2,4,… ,2n 
周期 轨道 . 

在 介绍 Sarkovskii 定理 之 前 , 先 介绍 Sarkovskii 序 . 把 Z， 按 下 述 方式 重新 排 
序 : 先 由 小 到 大 排列 (下 同 ) 所 有 大 于 1 的 奇数 3,5,7,…; 接着 排列 所 有 大 于 1 的 
奇数 的 2 倍数 


3x2,5x2,7x2,.; 
再 接着 排列 所 有 大 于 1 的 奇数 的 22 倍数 
3X22 5X2 TKD i 


依 此 方式 继续 排列 下 去 , 最 后 再 按 降 索 顺 序 排列 所 有 2 的 方 宕 


992 Dl 


用 < 表示 这 种 顺序 , 即 


345<474.…42n+14:..…43x2<45x247x24:… 
<3x2245x2247x24...424224241, 


称 为 Sarkovskii 序 . 
引 理 5.3.2 设 7 是 大 于 1 的 奇数 , 2ir e PP(f) 且 对 < 27, 无 9 周期 轨道 . 
令 g=f?. 如果 n>1, 则 xeT 是 了 的 2in 周期 点 当 且 仅 当 z 是 9 的 nn 周期 点 . 
证 明 车 x 是 了 的 2in 周期 点 , 则 g"(x) = f27(zx) = zx, 且 当 有 <n 时 
g*(z) = f2*(z) 关 ,所 以 x 是 g 的 n 周期 点 反之 ,车 x 是 g 的 n 周期 点 , 则 
f?27(z) =g"(z) =z. 设 p 是 了 /在 zz 的 周期 ,由 引 理 5.2.4,p 整除 2in. 记 p= 2ik， 
其 中 大 是 奇数 . 如 果 7 <i, 则 =1, 于 是 x 是 了 的 27 周期 点 , 从 而 xz 是 g 的 不 
动 点 , 矛盾 . 由 此 , j > i, 那么 27-ik 整除 n. 因为 g? “(x) = f2*(x) = x, 所 以 n 
整除 27ik. 因此 , n= 27- 区, 即 x 是 了 的 2in 周期 点 . 
有 了 上 述 准 备 , 我 们 可 轻松 地 证 明 本 章 最 重要 的 定理 . 
定理 5.3.1 (Sarkovskii 定理 , 1964) 设 mePP( 有 ). 若 m<n, 则 ne PP( 了 ). 
证 明 由 推论 5.3.1、 推论 5.3.2 和 定理 5.2.2, 不 妨 设 m= 2ir,i>1 且 7 是 大 
于 1 的 奇数 . 再 设 对 va2*r, 了 无 q 周期 轨道 . 令 g = 户 , 由 引 理 5.3.2, 9 以 > 为 最 
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小 奇 周 期 , 再 由 推论 5.3.1 和 推论 5.3.2, PP(g) 含有 所 有 大 于 + 的 奇数 s 和 所 有 的 
偶数 t, 又 由 引 理 5.3.2, PP(f) 应 含有 2is 和 2it. 因此 , 只 要 m4n, 则 ne PP(f). 


Li-Yorke 定理 是 Sarkovskii 定理 中 m = 3 的 特例 . 定理 5.3.1 的 证 明 虽 颇 复杂 ， 
但 并 不 高 深 , 连 微分 、 积 分 等 起 码 的 高 等 数学 内 容 都 没 用 上 , 而 仅仅 作 有 具体 的 组 合 
排序 的 讨论 . 

动力 系统 的 核心 问题 是 结构 稳定 性 . 对 于 周期 轨道 , Sarkovskii 定理 说 明 , 如 果 
连续 自 映射 /有 m 周期 点 , 则 对 m am f 有 n 周期 点 . 若 把 f 扰动 一 下 , 变 成 和 f 
很 接近 的 连续 自 映 射 g, g 是 否 也 有 n 周期 点 ? 1981 年 , L. Block 证 明了 Sarkovskii 
周期 轨道 的 稳定 性 定理 . 

定理 5.3.2 设 f 是 线段 上 的 连续 自 映射 . 如 果 f 有 m 周期 点 , 则 存在 正 
数 <s 满足 : 若 g 是 了 上 的 连续 自 映 射 且 | 人) 一 g(z)| < ss 则 当 mm <4n 时 ,9 有 
n 周期 点 . 

限于 篇 幅 , 我 们 不 在 这 里 证 明 Block 的 定理 , 有 兴趣 的 读者 可 见 文献 [7] 的 定 
理 12.1. 


习 题 5.3 


5.3.1 设 f 是 线段 T 上 的 连续 自 映射 . 若 PP(f) 有 上 界 , 则 P(f) 是 了 的 闭 集 . 
5.3.2 ”旋转 映射 f:S! 一 S! 定义 为 f(z) = ze2i/3. 证 明 : PP(f) = {3}. 
5.3.3 在 覆盖 引 理 论证 的 (6) 中 , 假设 f(b) = a, 证 明 线 段 的 排列 顺序 . 


5.4 符号 动力 系统 


本 节 介 绍 的 符号 动力 系统 是 动力 系统 研究 中 揭示 在 某 个 映射 迭代 下 会 出 现 浑 
沌 现象 的 有 力 工具 . 

定义 5.4.1 记 宛 为 由 两 个 符号 0 与 1 所 构成 的 无 穷 序列 的 全 体 组 成 的 集 
合 , 即 


52={s=(s08152:.*): 8; = 0,1}, 


则 称 吕 为 两 个 符号 {0,1} 上 的 序列 集 . 
如 无 特别 说 明 , se 兄 指 s = (soslsz….), 其 中 每 个 sj e {0,1}. 中 的 两 元 
相等 指 序列 中 对 应 项 的 符号 相同 . 在 品 上 引进 如 下 度量 . 对 st e 马 , 定义 


~ si 一 妇 | 
d(s,t) 一 DE To 
i=0 
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易 验 证 ，( 马 ,d) 是 度量 空间 , 称 之 为 符号 空间 ， 注 意 到 ，( 马 ,q) 的 下 述 性 质 : 设 
s,t E 22， 

(1) 若 s,t 的 前 n 十 1 项 相同 , 则 d(s,t) < 1/2"; 

(2) 若 d(s,t) < 1/2”, 则 s,t 的 前 n 十 1 项 相同 . 

在 分 析 马 的 动力 学 性 质 之 前 , 先 讨 论 马 的 拓扑 性 质 . 设 X 是 拓扑 空间 , 如 
果 X 中 不 存在 孤立 点 , 则 称 X 是 自 密 的 ; 如 果 X 的 每 个 连通 分 支 是 单 点 集 , 则 称 
X 是 全 不 连通 的 . 

定理 5.4.1 ( 兄 ,d) 是 紧 , 自 密 和 全 不 连通 的 空间 . 

证 明 因为 ( 马 ,q) 是 度量 空间 , 为 证 它 是 紧 空间 , 只 需 证 明 马 中 的 每 个 序 
列 有 聚 点 ( 见 定理 4.1.3). 对 马 中 的 序列 {20}, 记 z = (zx82723.…)， 对 固 
定 的 ke N, {zx?}wez。 中 含有 无 限 项 的 0 或 1， 因而, 存在 无 限 的 Zo C Z4, 当 
n € 20 时 , 好 全 为 so € {0,1}. 又 存在 无 限 的 Z1 C 20, 当 me 21 时 , x? 全 为 
s1 € {0,1}. 一 般 地 , 存在 无 限 的 Zi C Zr_1, 当 n Ee€ Zi 时 , zx? 全 为 sk € {0,1}. 


定 mn € Zn 使 得 no < ni < nz <…, 则 zm 与 s 的 前 i 二 1 项 相同 , 所 以 
d(xW0),s) <1/2i, 从 而 z09) 一 s. 故 兄 是 紧 空 间 ， 
对 每 个 se 允 ， NE Zi1, 记 


Tn = (5051… Sn_15nsnt1'.*) € 5, 其 中 Sn=1— sn, 


那么 xz 关 5 且 d(xw,s) 1/2"1 所 以 zs 一 s. 于 是 s 是 多 的 聚 点 . 因而 , 马 是 
自 密 的 空间 . 
设 马 的 子 集 DD 含有 不 同 的 两 点 s,t, 则 存在 ke N 使 得 sj 关 丸 . 令 


U={ueE :up= sr}, V={ve :v= tx}. 


对 每 个 we U, veV, 有 Ba(w1/2*) CU，Ba(v,1/2*) CV, 所 以 {U0,V} 是 马 的 
不 相交 的 开 和 覆盖 且 s e UN D, te VnD, 于 是 DD 不 是 马 的 连通 子 集 . 即 蕊 的 
连通 分 支 都 是 单 点 集 , 从 而 马 是 全 不 连通 的 空间 . 

定义 5.4.2 对 每 个 se 兄 , 定义 o(s) = (siszss…). 映射 o : 丈 一 兄 称 为 
移 位 映射 . 由 o 导出 的 马上 的 离散 动力 系统 称 为 符号 动力 系统 . 

移 位 映射 的 最 大 好 处 是 容易 看 出 它 的 周期 点 . 对 s e 兄 , 如 果 存 在 m e Z4 使 
得 当 neN 时 有 sn = snjm, 则 称 s 为 马 的 循环 列 , 记 为 s = (301.… $m_1). 显 
然 , 对 se 驴 , s = (3051.…5m_1) 当 且 仅 当 om(s) = s, 所 以 对 固定 的 me Zj, 满 
足 om(s]=s 的 s 恰 有 ?27 个 .下 述 定 理 列 举 了 移 位 映射 的 一 些 动力 学 性 质 . 注意 
到 , 若 ste 史 的 第 m+1 项 不 同 , 则 dcn(s),on() > 1 

定理 5.4.2 移 位 映射 o : 到 一 马 是 连续 的 满 映 射 , 且 具 有 下 述 性 质 : 
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(1) Plo) = ; 

(2) 存在 s* e 兄 使 得 Os(s*) = 马 ; 

(3) 对 任意 的 st e 兄 , 或 者 存在 m e N 使 得 o"™(s) = om 的 ,或 者 存在 和 的 
子 列 {nw} 使 得 每 个 d(o™*(s),o™*(t)) 这 1 

(4) 存在 马 的 不 可 数 集 5, 满足 下 列 3 个 条 件 : 

(a) Vv stesS, d(o"(s),o"(t)) 0; 

(b) V s 关 te 5, 存在 N 的 子 列 {nk} 使 得 d(o™*(s),o™*(t)) 一 0; 

(c) vses,teP(o), d(o"(s),o"(t)) 0. 

证 明 显然 , o 是 满 映射 . 对 s,t € 马 , n EZi, 若 d(s,t) <1/27+1, 则 s,t 的 
前 nn 十 2 项 相同 , 于 是 o(s), olt) 的 前 mn 十 1 项 相同 , 所 以 d(o(s),o(?)) < 1/2”. 从 
而 , o 是 连续 的 . 

(I)Vse 友 ,nEN, 令 t= (8081…8n), 则 te P(o) 且 d(s,t) < 1/2", 所 以 
s€ Pl(o). 

(2) 相继 把 长 为 1,2,3,… 的 所 有 0, 1 的 数列 ( 即 , 包含 由 0, 1 组 成 的 所 有 可 
能 的 有 限 长 度 的 序列 ), 依从 小 到 大 的 顺序 , 排列 而 成 的 序列 记 为 


= (0100011011000001.…). 


V se 咏 , n € ZZ4, 则 sos1:… sn 是 某 一 自然 数 的 2 进 制 表示 , 设 so0s1.…sn 是 s* 
中 第 项 至 第 加 项 的 段 , 则 d(s,o™- 1(s*)) < 1/2", i (s*). 

(3) 设 st € 兄 , 若 存 在 m € N 使 得 当 n > m 时 有 sn = th, 则 o™(s) = 
om(t)， 若 不 存在 这 样 的 m, 则 存在 N 的 子 列 {ns} 使 得 每 个 sw， 关 如 ,， 于 是 
d(o™*(s),o™*(t)) 2 |sn — tn|= 1. 

(4) 对 每 个 se 了 兄 , 令 5= (so00sosillsos1S2000sosis2s31111s0:…)€ 匈 . 记 
S={5:sE 双 }. 车 s 关 te 态 , 则 5 所 以 15|= | 马 |, 于 是 5 是 马 的 不 可 数 
子 集 . 

(a) Vs 关 te 驴 , 则 存在 ie N 使 得 s 5i ti, 人 EN 使 得 5 六 

n. 存在 N 的 子 列 {mn} 使 得 每 个 d(o™*( 引 ,om*( 有 ) 之 1, 从 而 do"(5),o7(D)) 思 0. 

(bp) Vs 关 tE 马 , 5 中 s0s1.… sk 第 一 0 ett (k++ 1)2 
项 , 后 紧 接 有 十 1 项 全 为 0 或 1. 人 则 denz( 习 ,az 下) < 1/2*, 从 
而 d(o™*(5),o"*(t)) 一 0. 

(cjVse 兄 ,te P(o), 由 于 5 中 含有 任意 有 限 长 的 00.…0 段 和 11.…1 段 , 所 
以 3 和 任 一 循环 列 都 有 无 穷 多 对 应 项 不 同 , 从 而 d(o”(5),o"(t)) 大 0. 

由 此 可 见 , 在 o 作用 下 马 的 点 似乎 呈现 一 片 混乱 的 运动 状态 . 例如 , (1) 表明 ， 
任 一 点 的 邻 域 中 都 有 周期 点 ; (2) 表明 , 从 任 一 点 的 邻 域 , 都 可 以 找到 这 样 的 点 , 它 
的 轨道 能 进入 其 他 任 一 点 的 邻 域 ; (4) 表明 , 存在 世 的 不 可 数 集 , 其 任意 两 点 的 轨 
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道 , 可 以 任意 地 靠近 , 又 可 以 一 再 地 拉 开 距离 , 且 完 全 不 具有 周期 性 . 这 种 现象 被 称 
为 “ 浑 沌 现象 ”. 它 可 能 出 现 于 物理 、 化 学 、 生 物 等 许多 领域 所 遇 到 的 数学 问题 的 讨 
论 中 , 引起 了 科学 家 们 广泛 的 兴趣 . 我 们 将 在 5.6 节 中 分 析 这 一 概念 . 

作为 符号 动力 系统 的 一 个 应 用 , 我 们 讨论 虫口 模型 的 动态 映射 . 从 物种 存活 数 
的 微分 方程 模型 , 导出 物种 生长 模型 的 动态 映射 


f(x)=7rz(l1—7), rzE€l0,1,7r>0. 


对 于 不 同 的 7 值 , 所 生成 的 离散 动力 系统 呈现 出 丰富 多 采 的 性 态 ， 下 面 证 明 当 ”> > 
2+V5 时 , 存在 f 的 不 变 子 集 4 使 得 fl4 与 移 位 映射 o 拓扑 共 办 , 从 而 可 通过 马 
的 动力 学 性 质 来 研究 4 的 性 质 . 

以 下 假设 > 2+V5. 记 I= [0,1] 的 子 集 U 的 Lebesgue 测度 为 u(U), f(D 
的 两 个 连通 分 支 为 Vo, Ui, 见 图 5.4.1. 


引 理 5.4.1 动态 映射 f :1 -RR 的 简单 性 质 : 

(1) f 有 不 动 点 0, 极 大 点 1/2, f(0)=0 且 f(1/2)=7/4>1; 

(2) 存在 实数 和 > 1, 使 得 对 每 个 ze UoUU, 有 |f(z)| > Xi 

(3) 如 果 U 是 Vo U Un 的 连通 子 集 , 则 jy(f(D)) > 和 (DU). 
归纳 地 定义 工 的 子 集 列 {Us6s.…s,} 如 下 : 

对 i,7j€ {0,1}, 由 于 Ui cI= DO 定义 Uij = Uinf-1(U0)), 则 


f(U0i) = U; Bp(Ui) < 1/X. 
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一 般 地 , 对 ne 纪 ;，s0, 51,… ,sn € {0,1}), 定义 
Usosi.sn =UsoNf ( US)Nf ?2(Us S) me Tp (Wa) 
=UsoNf (CU 5S152… 
引 理 5.4.2 闭 集 Cl avai 满足 : 
(1) Usvsiv © Ustad; 
(2) f(Usvanes) = Us so sn 


(3) AH(Dsos ss) < /Xt. 
证 明 (1) 由 定义 ， 


Usosisn 1 < Us Nn 六 “( Us,) NN hay ?2(Us 站 Sb f°" VUs,,,) 各 Usosi.sn: 


(2) f(Usosisn) = f(Uso NN fe 1(U 3S132… .sn )) = f (Us,) 门 LU SS 人 
(3) 由 引 理 5.4.1， 


HUs ssn) = Lf (Usosi.sn)) > AU(Usos ss)， 
所 以 


MUsosisn) < HUsisa..sn)/ A < 世人 全 
闭 集 列 {Us.…s,} 的 形成 过 程 如 图 5.4.2 所 示 , 类 似 于 Cantor 三 分 集 的 构造 . 


f7(D 
加 加 加 加 加 加 轩 于 加 国 加 加 加 | 本 A 
图 5.4.2 


定义 
4= 门 六 , 即 4={zeI: 对 每 个 neN, 有 f"(x) < 了. 


如 果 把 f 的 定义 域 扩张 于 R, 则 当 z 4 时 ，lim f"(x) = 一 oo, 
定理 5.4.3 4 是 f 的 紧 不 变 子 集 , 且 用 , 拓扑 共 簿 于 移 位 映射 c : 马 一 号 . 
证 明 显然 , 4 是 /的 紧 不 变 子 集 ， 因 为 工 是 紧 空 间 , 由 引 理 5.4.2, 对 每 个 
seE 兄 , 令 U(s) = 人 AN Vsos sw， 则 - ) 是 单 点 集 . 对 每 个 ne N, U(s) C Us rs， 
所 以 fr(UGs) CI 于 是 U(s) < -2( 人 D， 从 而 U(s) C 4. 定义 hh: 驴 一 A 为 
h(s) = U(s). 
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(1) h 是 满 射 , 即 4 = U U(s). 
设 ze4VYVmeRN 那么 frt1(z) el, 从 而 f?*(z) se fi(D) = VoUU. 
定义 
i 0, f"(x) € Uo, 
” | 1, f"(z)EU, 
那么 f(z)e Us 于 是 ze Uss.ss. 令 s=(s0s152…), 则 s€E 和 且 veU(s). 
(2) h 是 单 射 . 
设 s,te 如 且 s 关 t, 存在 keN 使 得 sx 关 妈 ,于 是 Un 阁 U = .因为 
h(s) E Usosiisn, h(t) € To 
所 以 J*(h(s)) € Da A*(R(D) € Us, 从 而 fF*(h(s)) # A*(h()). 因此 1(s) # h(t). 
(3) h 是 连续 的 . 
V s,t€ 马 , n € Z4, 如 果 d(s,t) < 1/2"7, 那么 s,t 的 前 n+1 项 完全 相同 , 于 是 
h(s),h(t) E Usosi…s0; 所 以 |h(s) 一 hh <<1/X?t1. 从 而 连续. 
由 于 马 是 紧 的 , 4 是 TL 空间 , 所 以 h 是 同 胚 ( 见 推论 3.6.1). 对 每 个 se 兄 ， 
有 


to) 7 (Pomme ) = (A ro) 
n=0 we 


= VV,,) = U0(s)), 
和 v=0 


即 foh(s) = hoo(s). 因而 , fl4 与 o 拓扑 共 罗 . 

对 于 动态 生长 模型 f(x) = rzx(1 一 zx),x Eel, 可 以 证 明 当 x > 4 时 , 定理 5.4.3 是 
正确 的 ( 见 文献 [7] 的 定理 22.13). 

本 节 介 绍 的 怠 是 符号 动力 系统 中 最 简单 的 情形 ， 至少 有 两 种 更 一 般 的 形式 ， 
一 是 讨论 由 n 个 符号 {0,1,2,.… ,n 一 1} 上 的 符号 动力 系统 马 ,, 二 是 讨论 双边 符号 
空间 2(2), 其 序列 形 如 s = (.… :5_25_1505152.…)，5.5 节 介 绍 著 名 的 Smale 马蹄 
时 就 需要 这 样 的 符号 动力 系统 . 


习 题 5.4 


5.4.1 证 明 : 度量 空间 ( 马 ,q) 同 胚 于 积 空间 ] Pi, 其 中 每 个 D; 是 {0, 1} 赋予 离散 拓 
扑 的 空间 . - 

5.4.2 设 /是 线段 上 的 连续 自 映射 . 若 3 < PP(/), 则 存在 了 的 不 可 数 子 集 5, 使 得 
5S 不 含有 周期 点 , 但 满足 下 列 3 个 条 件 : 

(DYz 关 yE3 If"(z)— fF" (WA 0; 
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(2) VY z 关 ye 5, 存在 N 的 子 列 {nx} 使 得 |f"*(x) 一 f"*(y)| 一 0; 
(3)v res, peP(h), f(r)— Ff" (p00. 
5.4.3 证 明 引 理 5.4.1. 
5.4.4 设 动态 映射 广 (z) = rz(1L -zj xz € [0,1], 7r>0. 证 明 : 
(D 当 0<r<1, ze[0H 时， lim f°(7)=0; 
7 一 工 
人 


(2) 当 1<r<3, ze(0,1) 时 ，lim f"(x)= 


5.5 Smale 马蹄 


1967 年 , S. Smale 给 出 了 被 称 为 “马蹄 ”的 著名 模型 . 这 个 例子 中 的 马蹄 映射 
2, 在 它 的 一 个 不 变 集 上 , 拓扑 共 斩 于 双边 符号 动力 系统 2(2) 的 移 位 映射 o. 本 节 
着 重 介 绍 这 一 著名 的 例子 . 

考虑 平面 R? 上 的 两 个 正方 形 : 


把 正方 形 P 在 竖 直 方向 上 拉 长 ( 拉 伸 比 大 于 2), 在 水 平方 向 上 压缩 (压缩 比 小 于 
1/2), 做 成 一 紧 直 的 罕 长 条 , 然后 弯 成 马蹄 形 放 回 到 P 上 , 如 图 5.5.1 所 示 . 


Ul 


Uo 


图 5.5.1 


用 这 种 方式 定义 了 媒 入 映射 p : P 一 R2. Smale 证 明了 2 有 不 变 集 4c Q, 使 
得 pl4 拓扑 共 斩 于 双边 符号 动力 系统 2(2) 的 移 位 映射 . 

首先 , 观察 到 Y = 2(Q)ng 由 两 个 不 相交 的 竖 条 Ww 和 Vi 组 成 , 即 V = WUV. 
每 一 竖 条 的 宽度 小 于 Q 宽度 的 一 半 , 9(W6), 9(Vi) < 1, 其 中 9(V;) 表示 竖 条 Vi 的 
宽度 . 

其 次 , 注意 到 U = yp-!1(V) 由 两 个 不 相交 的 横 条 Zu = pg-1(W) 和 页 = yp-!(Vi) 
组 成 , 即 UV = Uo Ui. 每 一 横 条 的 厚度 小 于 @ 的 厚度 的 一 半 , 0(U0), 0(1) < 1, 其 
中 9(U;) 表示 横 条 U; 的 厚度 . 

记 
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Uj= 9 1VNU)= UNGg (UV)), ,j=0,1, 
Vij= pVUNV)= VNyp(W), i,i=0,1, 


则 Ui; 是 包含 在 U; 中 的 横 条 , 其 厚度 小 于 U; 的 厚度 的 一 半 , 对 于 Vi; 有 类 似 的 结 
果 . 因而 


1 1 1 1 
OUis) < 30Ui) < 3, OAV) < 30V) < 3 


一 般 地 , 对 s; € {0,1}, i 二 0, 土 1,… , 土 k, 定义 


有 
= UsoNp (sn Np (Us,), 
Vs = PVs NN Ve pd 3) = Vor Np(Ve. .ss) 
= VN pV ss) NN pe (Vs ,). 
可 以 看 出 ss …s 是 包含 于 Usos.…s_， 中 的 一 横 条 ， 且 Vs。 ,…。_。。_， 是 包含 于 
及 sss 中 的 一 竖 条 . 
引 理 5.5.1 闭 集 Us ss 和 V_,.…s_2s_， 满足 : 
(LT) Coen dro Ce (Cove et ds Noe ddd CE Ve nes oi 
(2) 2(Csos ss) = Ta 全 区 外) N Vso 3 Vg a i 
(二 成 区 让 全 On) < UV 才 交 站 
证 明 由 定义 直接 验证 , 可 得 (1) 和 (2). 根据 定义 , 有 


Usosi..sy s oO (Vso NN Usis2..s4): 
因为 p-! 在 竖 向 上 是 压缩 的 , 压缩 比 小 于 1/2, 所 以 


1 


1 
OUsos sk) 党 本 0Vs sa sr) < Dk 


类 似 地 , 可 以 证 明 


1 1 
O(Vs_ ss 1) < 可 以 Ts ns ss-2) IT 
对 s=(….s_ 2?s_150515?.……) E 了 (2), 引入 记号 
LV(s) = 门 pI(Us,) 一 门 Gay a 
j=0 k=0 
V(s)= (0,) = /Vs 


oS 
ll 
请 
™ 
ll 
请 


双边 符号 动力 系统 的 移 位 映射 o : 2(2) 一 2(2) 定义 为 
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o(s) = (.… :5_25_150; S152…)， 其 中 s = (5_25_1;505152.…)， 


引 理 5.5.2 ”对 每 个 s 二 (...s_2s_150S182…) € (2)，V(s) 中 U(s) 是 单 点 集 ， 
且 y(V(s) NU(s)) = V(o(s)) NU(o(s)). 
证 明 对 任意 Ke N, V(s) NU(s) C Ves 2s_1 MN Usosiiiss C Q,Q 是 紧 空 间 ， 


且 
1 1 
O(Vs_ .is_2s_1) < Dk—1’ QO(Usosfgn) < 


Dk? 
所 以 V(s) n T(s) 是 单 点 集 . 
由 引 理 5.5.1 的 (2), 得 


OUU(s)) = 门 OU(Usosi sp) 三 Vso NM 门 Usis2..sy = Vso NU (G(s)), 
k=0 k=1 
op(V(s)) N Vso = 门 OU es as 站 Vso = 门 Vs so = Tc(s))， 
k=1 k=1 


pV(s)N US) =p(V(s)) Np(U(s)) = pV(s)) N Veo NU (G(s)) 
=V(o(s)) NU(o(s)). 


少 


4= (J) (V(s) Nn Us)). 


s€5(2) 

定理 5.5.1 (Smale 定理 , 1967) 4 是 op 的 紧 不 变 子 集 , 且 wl4 拓扑 共 轿 于 双 
边 符号 动力 系统 的 移 位 映射 o : 2(2) 一 2(2). 

证 明 与 定理 5.4.3 的 证 明 过 程 类 似 . 定义 映射 : 2(2) 一 4 为 

h(s)=V(s)NU(s), seEzZ(2). 

则 及 是 满 射 . 由 引 理 5.5.2, 4 是 p 的 不 变 子 集 , 且 poh==hoo. 

(1) h 是 单 射 . 设 ste 2(2). 如 果 存 在 hk € N, 使 得 s 关 t, 那么 

Us. NU = 2, pr(h(s)) E Uss, Pp*(h(t)) € Us,, 
因而 h(s) 关 h(t). 如 果 存 在 !e Z, 使 得 s_1 关 t_1, 那么 
Veo_,NVW,= 9%, pL (h(s)) E€ Vs_,, pT D (ht)) E 人 

因而 也 有 h(s) h(t). 

(2) h 是 连续 映射 . 如 果 s,t e 2(2) 满足 d(s,t) < 1/2*, 那么 h(s) 和 h(t) 就 都 
落 在 宽度 小 于 1/2*-1, 厚度 小 于 1/2* 的 矩形 之 中 , 即 


h(s), h(t) E Vs st MN Usosisk) 
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所 以 |h(s) 一 h()| < 1/2*, 于 是 h 是 连续 的 . 
由 此 , h 是 同 胚 , 从 而 4 是 紧 空间 , 且 yl4 与 c 拓扑 共 斩 . 
在 “马蹄 ”模型 中 起 关键 作用 的 因素 是 : 不 相交 的 横 条 与 不 相交 的 竖 条 之 间 的 
一 定 的 映射 关系 , 以 及 这 些 条 的 厚度 和 宽度 的 一 定 的 控制 关系 . 对 这 些 因素 加 以 概 
括 和 推广 , 可 给 出 产生 “马蹄 ” 形 移 位 不 变 集 的 更 一 般 的 条 件 . 读者 可 参考 文献 [8]. 


5.6 浑 沌 映射 


在 讨论 符号 动力 系统 时 我 们 提 到 过 “ 浑 沌 现象 ". 究竟 什么 是 浑 沌 ? 1963 年 , E. 
Lorenz ( 美 , 1917~2008) 提出 了 “ 浑 沌 理论 ”, 其 主要 精神 是 , 在 浑 沌 系统 中 , 初始 
条 件 的 微小 变化 , 可 能 造成 后 续 长 期 而 巨大 的 连锁 反应 . 1975 年 , T. Y. Li 和 J. A. 
Yorke 第 一 次 引入 数学 上 的 “ 浑 沌 ”概念 . 他 们 指出 , 线段 上 的 连续 自 映射 f, 如 果 
PP(f) 无 上 界 , 且 满 足 形 如 定理 5.4.2 的 (4) 中 的 3 个 条 件 (见习 题 5.4.2), 则 称 为 
有 浑 沌 现象 . 这 是 关于 浑 沌 的 第 一 个 严格 的 数学 表述 . 这 以 后 , 人 们 还 用 其 他 方式 
来 定义 或 描述 浑 沌 现象 , 虽然 逻辑 上 并 不 一 定 等 价 , 但 在 本 质 上 都 反映 了 浑 沌 “ 形 
似 紊乱 、 实 则 有 序 ” 这 一 上 哲学 思想 . 下 述 定义 为 许多 学 者 采用 . 

定义 5.6.1 (R. L. Devaney, 1989) 设 (X,d) 是 度量 空间 . 连续 映射 f :对 一 久 
称 为 X 上 的 浑 浅 , 如 果 上 满足 

(1) 初 值 的 敏感 依赖 性 : 存在 6 > 0, 对 任意 的 ze 和 及 z 在 X 中 的 任意 邻 域 
UV, 有 wyeU 和 ne Zi 使 得 ad(f"(z),f"(y)) > 5 

(2) 周期 点 的 稠密 性 : P(f) = Xi; 

(3) 拓扑 传递 性 : 对 X 的 任意 非 空 开 集 U,V, 存在 ke Z| 使 得 J*(U)NV 产儿 . 

本 节 的 “ 浑 沌 ” 均 指 在 Devaney 意义 下 的 浑 沌 . 初 值 的 敏感 依赖 性 表明 , 度量 
空间 X 中 的 每 一 点 是 聚 点 , 所 以 是 自 密 的 空间 . 周期 点 的 稠密 性 及 拓扑 传递 性 
都 可 在 一 般 的 拓扑 空间 中 定义 , 而 初 值 的 敏感 依赖 性 与 空间 的 度量 有 关 . 

例 5.6.1 设 X=(1+oo, Y= (0,+oo) 具有 通常 的 欧 氏 度量 . 定义 :XX 一 
和 为 Flz)=er zeXi 定 义 g: 工 一 了 为 gW) =y+1 VEY. 显然 , 当 meZ+ 
时 ， 


f"(7)=e"7z, 9g9"(y)=Yy+n, 


所 以 f 具有 初 值 的 敏感 依赖 性 , 但 是 9 不 具有 初 值 的 敏感 依赖 性 . 再 定义 hh: 六 一 
为 h(x)==lgz, x eXX, 则 hh 是 了 到 g 的 拓扑 共 力 . 

敏感 依赖 性 很 容易 为 数学 家 和 非 数 学 家 所 理解 , 甚至 称 之 为 “蝴蝶 效应 ”, 它 体 
现 了 浑 沌 的 本 质 , 即 简单 系统 的 绝对 不 可 预测 性 , 这 也 是 人 们 普遍 乐于 在 浑 沌 的 定 
义 中 接受 这 条 件 的 一 个 原因 . 周期 点 的 稠密 性 比 敏感 依赖 性 缺乏 直观 性 , 在 一 个 浑 
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沌 系统 中 出 现 大 量 的 周期 点 是 一 种 奇妙 的 数学 现象 , 它 表 现 了 在 看 似 随机 的 系统 中 
能 出 现 某 种 规律 的 内 容 , 支持 了 “ 浑 沌 是 有 序 的 ”思想 , 所 以 在 研究 浑 沌 现象 时 讨 
论 周期 点 的 稠密 性 是 可 以 理解 又 合情合理 的 假设 . 拓扑 传递 性 本 身 缺 乏 直 观 性 , 表 
面 上 难 用 非 数学 的 语言 来 解释 , 对 于 线段 上 的 连续 自 映 射 , 它 是 浑 沌 定义 中 最 本 质 
的 概念 ( 见 定理 5.6.3). 注意 到 , 设 映 射 1 :一 X, 若 U, VCcX, keZ, 则 


f(D NVAGSHOUNIT(V)#S, 


所 以 定义 5.6.1 中 拓扑 传递 性 的 关系 可 换 为 1-*(U)NV 交 2. 

引 理 5.6.1 设 f 是 拓扑 空间 X 上 的 连续 自 映 射 . 车 f 具有 拓扑 传递 性 或 者 
周期 点 稠密 性 , 则 X 的 每 一 点 是 广 的 非 游荡 点 . 

证 明 设 f 具有 拓扑 传递 性 ， 对 每 个 rz < 和 及 zz 在 X 中 的 邻 域 D, 存在 
hk eZ+ 使 得 J*(U)nUz#8, 于 是 ff-*(UjNU ,所 以 xe 0(f). 

设 f 具有 周期 点 稠密 性 . 由 引 理 5.1.1, P(f) Cc R(f)c 0(f) 且 0( 有 是 XX 的 
闭 子 集 , 所 以 89(f) = XX. 

定理 5.6.1 设 f 是 拓扑 空间 X 上 的 连续 自 映射 .如果 存 在 zo es X 使 得 
Or(zo) 是 X 的 稠密 子 集 , 则 X 是 可 分 空间 且 f 是 拓扑 传递 的 . 若 X 是 完全 度量 
空间 或 局 部 紧 度量 空间 , 则 逆 命 题 成 立 . 

证 明 设 Oj(zo) 是 X 的 稠密 子 集 , 由 于 Oj(zo) 是 可 数 集 , 所 以 X 是 可 分 空 
间 . 对 X 的 任意 非 空 开 集 U,V, 存在 i,j € N 使 得 fi(z0) e V, fi(z0) € fi(U)， 
于 是 fi(z0) e 广 5(D), 所 以 fi(U)NnV 关 @. 故 卫 是 拓扑 传 递 的 . 

反之 , 设 可 分 空间 X 是 完全 度量 空间 或 局 部 紧 度 量 空间 , 且 f 是 拓扑 传递 的 . 
由 定理 3.8.3, X 具有 可 数 基 . 让 {Ui,}wez， 是 空间 X 的 可 数 基 . 对 每 个 ne Z+, 置 
二 U fm(0n), 则 ,是 XX 的 开 子 集 由 拓扑 传递 性 , 到 还 是 X 的 稠密 子 


MEZ+ 


集 . 因为 X 是 完全 度量 空间 或 局 部 紧 度量 空间 , 所 以 存在 zo < 上 站 及 ( 见 定理 


mEZ+ 
4.4.4 或 定理 4.4.5). 于 是 对 每 个 ne 2Z+, 存在 mn < Z4 使 得 zo € f-"(U,), 即 
ja(zo) e Un, 从 而 Oj(zo0) NU 六 9. 因此, oj(zo) 是 X 的 稠密 子 集 . 
上 述 定 理 的 证 明 中 利用 了 完全 度量 空间 或 局 部 紧 度量 空间 是 Baire 空间 . 
推论 5.6.1 移 位 映射 o : 咏 一 兄 是 浑 沌 映射 . 
证 明 由 定理 5.4.2 和 定理 5.6.1, 移 位 映射 c 具有 周期 点 的 稠密 性 和 拓扑 传递 
性 . 下 面 验证 它 也 具有 初 值 的 敏感 依赖 性 . 取 定 6 = 1/2, 对 se 兄 ,meRN, 记 


Tn = (58051°** Sn_15n5nt1'**) € bo, 其 中 5% =1— Sn, 


那么 d(s, zx) < 1/2"-1 且 d(o"*(s),o"?(zn)) =1>56. 故 o 是 浑 沌 映射 . 
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尽管 初 值 的 敏感 依赖 性 在 外 表 是 吸引 人 的 , 下 述 定理 多 少 使 我 们 有 点 感到 吃 
惊 , 看 似 美丽 的 敏感 依赖 性 在 数学 上 却 是 多 余 的 . 浑 沌 本 身 仅 依 赖 于 空间 的 拓扑 性 
质 而 不 是 度量 性 质 . 

定理 5.6.2 设 (X,d) 是 无 限 的 度量 空间 , f : X 一 X 是 连续 的 自 映射 . 若 f 
是 拓扑 传递 的 且 P(f) 在 X 中 稠密 , 则 f 是 浑 沌 映射 . 

证 明 我 们 要 证 明 f 具有 初 值 的 敏感 依赖 性 . 先 取 定 f 不 同 的 周期 点 qi, go， 
令 60 = d(Oy(q1), Of(q2)). 对 每 个 zs X, 由 三 角 不 等 式 , 存在 gs s {91,92} 满足 
d(OF (qz), 2) > 60/2. 

再 令 5 = 50/8. 对 任意 的 ze XX 及 zz 在 X 中 任意 的 邻 域 U, 记 W = UNB(zx,6)， 
则 存在 pe P(f)n WwW. 设 D 的 周期 是 n， 由 前 所 证 , 又 存在 f 的 周期 点 gs 使 得 

d(Of(qz),X) 之 46. 置 V= 由 大:(B(Filds),o), 则 站 是 X 的 开 集 且 gq e V. 由 拓 

扑 传递 性 , 存在 ye W 入 e Z+ 使 得 f*(y) e V. 设 ; 是 不 超过 1 + /nm 的 最 大 
整数 , 那么 j 1+k/n<j 二 +1, 于 是 1< nj 一 kn, 从 而 


f= "(f(D)) ef (VV) C B(f™ "(gs),d). 
由 于 f”(p) =p, 所 以 
45 < d(x, 1 "(gz)) 
< d(z,p) + d(p, f(z) + df (2), f(y)) + df (Y), 1 (gs)) 
< a ey 


从 而 dj f(z)) > 56 或 d(f™i(z), f(y)) > 6. 因而, f 具有 初 值 的 敏感 依赖 
性 . 


浑 沌 映射 是 否 还 有 其 他 的 蕴涵 关系 ? 
例 5.6.2 (1) 具有 初 值 的 敏感 依赖 性 , 且 周 期 点 的 稠密 性 办 拓扑 传递 性 . 
在 区 间 工 = [0,2] 上 定义 函数 f 如 下 : 


3 0<z<1/3, 

一 3Z 十 2， 1/3< x < 2/3, 
f(x) = 

37—2, 2/3<7z<1, 


f(z—1)+1, 1<z<2. 


如 图 5.6.1 所 示 , 由 于 在 可 导 点 有 |f'(x)| = 3， 
所 以 围绕 这 一 点 的 每 个 邻 域 经 过 和 欠 代 后 将 扩大 , 于 
是 f 具有 初 值 的 敏感 依赖 性 . 另 一 方面 , f” 的 任意 
两 个 相 邻 整数 值 之 间 有 3" -2 个 不 动 点 , 而 这 些 相 
邻 不 动 点 之 间 的 距离 小 于 1/3*-1， 因 此 , f 的 周期 
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点 之 集 在 了 中 稠密 . 但 由 于 f([0,1]) = [0,1], 所 以 f 不 是 拓扑 传递 的 . 

(2) 具有 初 值 的 敏感 依赖 性 , 且 拓扑 传递 性 疹 周期 点 的 稠密 性 . 

令 对 = Sl! 一 {e2"iP/4 ;p,qg € 2Z,g 关 0}, 赋予 通常 的 弧 长 度量 d. 定义 连续 映射 
六 :和 一 和 为 jz)=22. 对 每 个 ze X, nezZ,f"(z)= 2z2. 若 f"(z)=z, 则 
2 -1=1, 即 z 是 1 的 2" 一 1 次 方 根 , 从 而 


z 二 ew YX 其 中 一 1,2,… ,27 一 1， 


矛盾 . 故 f 不 具有 周期 点 ， 由 于 映射 f 也 可 表示 为 f(e*) = e2%, 即 f 的 作用 将 
加 倍 弧 角 的 距离 , 所 以 X 中 的 任 一 非 空 开 集 经 过 /的 适当 迭代 后 可 扩张 到 整个 飞 
上 . 因此 , f 是 拓扑 传递 的 . 此 外 , 若 ei?,ei? Ee 对 且 0<19--y| < 则 选取 neN 
使 得 


区 4 Tn 
mis| 一 中 < 现 ， 


那么 d(f"(e™), f"(ei?)) = dlez ie2 i?) > nt/2. 从 而 , f 具有 初 值 的 敏感 依赖 性 . 

推论 5.6.2 浑 沌 映射 是 拓扑 共 思 不 变性 . 

证 明 设 X Y 都 是 拓扑 空间 , f : X 一 X g : Y 一 了 都 是 连续 映射 量 
h: 久 一 Y 是 f 到 9g 的 拓扑 共 轿 . 再 设 f 是 可 度量 空间 (X,d) 上 的 浑 沌 映射 , 则 
Y 也 是 可 度量 空间 ， 由 于 h(P(f)) = P(g), 所 以 P(g) = h(P( 有 )) = YY, 从 而 P(g) 
是 Y 的 稠密 子 集 . 另 一 方面 , 设 UV, V 都 是 空间 Y 的 非 空 开 集 , 存在 ke Z+ 使 得 
f(D0))Nnh i(V) 关 82, 由 于 J*oh 1=h 1og*, 于 是 gr(V)NnV 关 8, 即 g 是 
拓扑 传递 的 . 由 定理 5.6.2,g:Y—Y 是 浑 沌 映射 . 

对 动态 映射 ftz) = rz(1 一 7z),x € [0,1], 定理 5.4.3 表明 , 当 > > 2+V5 时 , 存 
在 [0,1] 的 子 集 4 使 得 fl4 与 移 位 映射 o 是 拓扑 共 斩 的 , 由 推论 5.6.1 和 推论 5.6.2， 
fl4 是 浑 沌 映射 . 

下 面 将 更 进一步 证 明 , 对 区 间 上 的 动力 系统 , 拓扑 传递 性 就 可 导出 浑 沌 映射 . 

引 理 5.6.2 设 f 是 区 间 I 上 的 连续 自 映 射 且 了 的 子 区 间 J 不 含有 f 的 周 
期 点 . 如 果 z,f"(z), f(z)e J 了 且 0<m<n, 那么 或 者 z < f™(z) < f"(z), 或 者 
f"(2) < f™(z) <z. 

证 明 首先 断言 : 


Vm,neZ:, f(z2)>2z 人 Of"(2)>z. (5.6.1) 


若 不 然 , 不 妨 设 f"(z) < z < f™"(z). 由 f(z) <z, 令 g=f", 则 g(z) < 2 
归纳 假设 g*(z) < z, 车 g*+1(z) > g(z), 则 连续 函数 g*(z) - > 在 > 9(z) 的 值 
异 号 , 存在 ce (g(z),z) C J 使 得 g*(c) = c 矛盾 .由 于 g*+1(z) 关 g(z), 从 而 ， 
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grt1l(z) <g(z)<z. 于 是 VkeZ 有 g*(z) <z, 即 jz(z) < zz. 同 理 ,由 zz<f"(z) 
得 > < f"™*(z). 因此 , f™"*(z) <z<f""(z), 矛盾 . 故 断 言 (5.6.1) 正确 . 

若 引 理 不 成 立 , 不 妨 设 f"(z) > max{z,f"(z)}. 由 (5.6.1), 有 > < f(z) < 
f™(z). 再 由 (5.6.1), 有 zz<f™?-"(z). 令 及 =f" 则 z<f7(z)=h(f™(z)) < 
f™7(z), 让 y= f™(z), 则 yy,h(y)e€e J 本 且 hy) <y, 又 由 (5.6.1), 有 Pr) <y, 即 
fm (fm(z)) < fm(z), 从 而 , 连续 函数 fm(z) - z 在 z，fm(z) 的 值 异 号 ， 
矛盾 . 

定理 5.6.3 设 f 是 区 间 了 工 上 的 连续 自 映 射 . 者 f 是 拓扑 传递 的 , 则 f 是 浑 沌 
映射 . 

证 明 由 定理 5.6.2, 只 需 证 明 P(f) 在 了 中 稠密 . 若 不 然 , 则 存在 了 的 子 区 
间 .7 不 含 f 的 周期 点 设 4，B 是 J 中 不 相交 的 开 区 间 , 由 f 的 传递 性 , 存在 
m € ZZ 使 得 f"(A)Nn Bz 儿 , 所 以 存在 ae A Cc J 使 得 fm"(a) e Bc J 这 时 
ee < i < m}, 于 是 每 个 fi(a) 有 在 中 的 邻 域 Vi (0 < i < m) 使 得 

n(U VW) =8 且 Vn CJ. 取 定 7 中 的 开 区 间 V 使 得 ae Vc 站 六 i 人 ,于 是 


we )nVcVnw= 8%. 由 fF 的 传递 性 ， 存在 meZ， 和 zeV 使 
得 f"(z)eEV, 从 而 m<n 且 f"™(z)e J 一 V, 与 引 理 5.6.2 矛盾 . 

由 定理 5.6.3 和 定理 5.6.1, 有 下 述 推论 . 

推论 5.6.3 车 f 是 区 间 I 上 的 连续 自 映射 , 则 /是 浑 沌 映射 当 且 仅 当 f 含 
有 一 条 稠密 的 轨道 . 

例 5.6.3 例 5.6.2 的 (1) 已 说 明 , 对 区 间 上 的 连续 自 映 射 , 具有 初 值 的 敏感 依 
赖 性 , 且 周 期 点 的 稠密 性 办 拓扑 传递 性 . 

(1) 周期 点 的 稠密 性 办 初 值 的 敏感 依赖 性 . 

设 f 是 单位 闭 区 间 I 上 的 恒 等 映射 , 则 P(f) = 1 但 是 f 不 具有 初 值 的 敏感 依 
赖 性 . 

(2) 具有 初 值 的 敏感 依赖 性 太 周期 点 的 稠密 性 . 

在 区 间 工 = [0,3/4] 上 , 定义 函数 f 如 下 : 


io-1 3z/2， 0 入 zz < 1/2， 


3(1—7)/2, 1/2< zx < 3/4. 


由 于 在 可 导 点 有 |f'(z)| = 3/2, 所 以 f 具有 初 值 的 敏感 依赖 性 ， 又 由 于 对 每 个 
z € (0,3/8), 轨道 Oy(z) 不 再 返回 区 间 (0, 3/8), 所 以 f 在 (0, 3/8) 内 无 周期 点 . 


5.6.1 设 X 是 有 限 的 度量 空间 . 构造 X 上 的 一 个 连续 自 映射 f, 使 得 f 是 拓扑 传递 的 ， 
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周期 点 是 稠密 的 , 但 不 具有 初 值 的 敏感 依赖 性 . 
5.6.2 设 X 是 紧 的 度量 空间 , 连续 函数 f : X 一 X 具有 初 值 的 敏感 依赖 性 ， 如果 连续 
函数 g:Y 一 Y 且 h 是 f 到 9g 的 拓扑 共 思 M, 则 9 也 具有 初 值 的 敏感 依赖 性 
5.6.3 验证 : 例 5.6.2 的 (1) 中 定义 的 自 映射 了 的 周期 点 集 在 了 中 条 
5.6.4 若 久 是 度量 空间 , 则 连续 映射 f :一 XX 是 上 的 浑 沌 映射 
任意 非 空 开 集 UV, V, 存在 f 的 周期 点 peE U 和 ke Z+ 使 得 f*(p) < 


恒 


I 


且 仅 当 对 X 的 
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确定 给 定 的 两 个 拓扑 空间 是 否 同 胚 是 拓扑 学 的 基本 问题 之 一 . 证 明 两 个 空间 同 
胚 , 可 以 构造 有 连续 逆 映 射 的 连续 映射 来 实现 . 证 明 两 个 空间 不 同 胚 , 可 以 寻求 一 
拓扑 性 质 为 一 空间 所 具有, 但 不 为 另 一 空间 所 具有 . 如 作为 实 空间 R 的 紧 子 空间 
[0, 1] 与 非 紧 子 空间 (0, 1). 

如 何 证 明 R? 不 同 胚 于 R3? 在 前 面 已 经 学 过 的 拓扑 性 质 , 如 分 离 性 、 紧 性 、 连 
通 性 、 可 度量 性 、 可 数 性 等 , 都 不 足以 区 别 这 两 个 空间 . 所 以 必须 引入 一 些 新 的 性 
质 和 方法 . 从 直观 上 , 在 R? 一 {(0,0)} 中 , 围绕 (0, 0) 点 的 闭 曲 线 不 能 收缩 成 一 个 
点 , 而 在 R3 中 挖 去 任 一 点 后 的 每 一 条 闭 曲线 仍 能 够 收缩 为 一 个 点 . 这 类 性 质 称 为 
单 连通 性 (精确 的 定义 见 定 义 6.1.6). 比 单 连通 性 更 一 般 的 概念 涉及 一 个 群 , 称 之 为 
基本 群 . 同 胚 的 两 个 空间 的 基本 群 是 同 构 的 . 空间 的 单 连通 性 恰好 表示 这 个 空间 的 
基本 群 是 平凡 的 . 在 方法 上 的 变化 主要 反映 于 在 特定 的 拓扑 空间 上 引入 代数 结构 ， 
由 空间 之 间 的 同 胚 导出 代数 同 构 . 如 果 两 个 空间 所 对 应 的 代数 结构 不 同 构 , 则 这 两 
空间 不 同 胚 . 基本 群 就 是 这 类 代数 结构 之 一 . 由 此 可 导出 , R? 与 R3 不 同 胚 ( 见 推 
论 6.4.3), 二 维 球面 82 与 环 面 T 也 不 同 胚 ( 见 推论 6.4.6). 拓扑 学 中 主要 依赖 代数 
工具 来 解决 问题 的 分 支 称 为 代数 拓扑 学 . 

本 章 介绍 由 Poincaré 定义 的 基本 群 概念 并 研究 其 性 质 , 然后 应 用 它 来 解决 一 
些 问题 , 包括 证 明 不 动 点 定理 、 代 数 基本 定理 、Jordan 曲线 定理 和 Brouwer 区 域 不 

对 n 维 欧 氏 空间 R", 记 原 点 0 = (0,0,…… ,0) € R". 


6.1 基 本 和 群 


在 定义 拓扑 空间 X 的 基本 群 之 前 , 先 介绍 X 中 道路 之 间 的 一 个 等 价 关 系 , 称 
之 为 “道路 同 伦 ”, 并 在 其 商 集 上 定义 一 种 运算 , 使 之 具有 代数 学 中 的 广 群 性 质 . 

记 工 = [0,1] 为 单位 闭 区 间 . 

定义 6.1.1 (L. E. J. Brouwer, 1911) 设 X,Y 是 两 个 拓扑 空间 ， 两 个 函数 
f,f' :XX 一 Y 连续 . 如 果 存 在 连续 函数 已 :XxI 一 世人 使 VzeX F(x,0) = 
f(z), F(z,1) = f(z), 则 称 f 同 伦 于 f', 记 为 ff'. 研 称 为 f 与 1 之 间 的 同 伦 ， 
记 为 1 之 六. 
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同 伦 可 以 设想 为 从 X 到 了 映射 的 连续 的 单 参数 族 {Ff(., )}, teL 已 将 了 连 
续 地 “形变 ” 为 f. 对 X 中 的 两 条 道路 f, f', 导 出 “道路 同 伦 ” 的 概念 . 
定义 6.1.2 设 几 尹 : 工 一 X 是 两 条 以 zo 为 起 点 , zi 为 终点 的 道路 . 如 果 存 
在 连续 映射 斑 :IxI 一 X, 使 VstecI 有 
F(s,0)= f(s), Fl(s,1)= f(s), F(0,t)= 7x0, Fl(1,t)= 21, 
则 称 f 与 f/ 是 道路 同 伦 的 , 记 为 f ~, f'. 下 称 为 f 与 f' 之 间 的 道路 同 伦 . 
如 图 6.1.1. 定义 中 的 条 件 既 说 明了 已 是 了 与 妃 之 间 的 同 伦 , 也 说 明了 Yto EL 


5 了 (s,to) 是 一 条 以 zo 为 起 点 , x1 为 终点 的 道路 . 
t 
ea 
F 
一 -一 
3 20 外 
图 6.1.1 


引 理 6.1.1 关系 ~ 和 ~， 都 是 等 价 关 系 . 
证 明 下 面 仅 验证 ~ 是 等 价 关 系 , 对 道路 同 伦 , 可 类 似 地 验证 ~; 是 等 价 关系 . 
设 X,Y 是 两 个 拓扑 空间 . 
自 反 性 . 对 给 定 的 连续 函数 f : 铸 一 Y, 令 :XxI 一 了 为 F(z,t) = f(z)， 
则 六 = 上 
对 称 性 . 设 f 之 1. 令 G:XxI 了 为 G(wy0)=F(zy1 一 让 则 记名. 
传递 性 . 设 1, 全 J". 定义 G:XxI 一 了 为 
Bl | F(x,2t), t € [0,1/2], 
F(x,2t— 1), te [1/2,1), 
则 映射 G 是 确切 定义 的 , 见 图 6.1.2. 由 于 G 在 x1 的 两 个 闭 子 空间 X x [0,1/2]， 
多 x [1/2,1] 上 连续 , 由 烙 接 引 理 ( 见 定理 2.4.4 (5)), G 在 XxI 上 连续 ,于 是 名 产 . 


对 道路 f, 用 [有 ] 记 f 的 道路 同 伦 的 等 价 类 . 

例 6.1.1 任 两 连续 映射 上 g : X 一 R? 是 同 伦 的 . 令 已 :XxI 一 以 2 为 
F(z,) = (1 一 如 f(z) 十 tg(zx), 则 了 之 g. 这 同 伦 称 为 直线 同 伦 . 构造 玉 的 主要 条 件 
在 于 R? 是 凸 集 , 即 V wb e R?, 连接 a 与 5 的 直线 段 包 含 于 R? 中 . 

设 4 是 R* 中 的 凸 集 , 利用 直线 同 伦 , 则 4 中 从 任何 zo 到 zi 的 两 条 道路 是 
道路 同 伦 的 . 
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例 6.1.2 设 久 为 穿孔 平面 RR? 一 10}. 对 X 中 的 三 条 道路 请 9 h :了 一 XX， 
其 中 


f(s) = (cosns, sin ns), 
g(s) = (cos ms, 2sin Ts)， 


h(s) = (cos ms， 一 Sin xs). 


由 直线 同 伦 , f = 9. 在 推论 6.3.1 中 将 说 明 三 2 h， 如 果 讨 论 f, 天 : 工 一 R2, 则 
f 之 p h. 所 以 像 空间 对 讨论 同 伦 是 重要 的 . 
现在 把 代数 方法 引入 到 几何 问题 的 研究 中 , 在 道路 同 伦 类 之 间 定 义 运算 x. 
定义 6.1.3 设 f 是 拓扑 空间 X 中 从 zo 到 zi 的 一 条 道路 , 9 是 X 中 从 zi 
到 zs 的 一 条 道路 . 定义 f 与 9 的 乘积 f *g 为 一 条 道路 h :I 一 X, 满足 
ee | f(2s), se€[0,1/2), 
g(2s—1), s€|[1/2,1]. 
h 是 XX 中 从 zo 到 za 的 一 条 道路 , 其 前 半 段 是 f, 后 半 段 是 9. 
道路 的 乘积 运算 诱导 出 道路 同 伦 类 上 一 个 定义 确切 的 乘积 运算 [月 *[g] = [fx*gl. 
事实 上 ， 设 之 ]， gS gy. 置 
i | F(2s,t), se [0,1/2], 
G(2s — 1,t), se [1/2,1], 


则 五 :I xI 一 XX 连续 ,有 目 fxgSfxg. 

只 有 当 f(1) = g(0) 时 , [月 * [g] 才 有 定义 . 下 面 将 证 明 * 运算 满足 类 似 于 群 公 
理 的 一 些 性 质 . 

先 规定 儿 个 记号 或 术语 . 设 X 是 拓扑 空间 . Yz e X, 常 值 映射 ex : 工 一 X 定 
义 为 ej(D) = {x}. 若 f 是 X 中 从 zo 到 zw 的 一 条 道路 , 定义 f 的 逆 J:I 一 为 
f(s) = f(1 一 s), 则 了 是 X 中 从 zi 到 zo 的 一 条 道路 . 如 果 [a,0]， [c,d| 是 实数 集 
RR 中 的 两 个 区 间 , 则 有 唯一 的 线性 映射 7: [如 一 [cd 满足 : l(a) = ce, l(c) = qd 这 
映射 称 为 正 线 性 映射 . 
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定理 6.1.1 运算 * 具有 下 列 性 质 : 

(1) 结合 律 : 如 果 [月 * ([g] * 办) 有 定义 , 则 ([ 有 j*[g]) * 办 也 有 定义 , 并 且 它 们 
相等 ; 

(2) 存在 单位 元 : 车 f 是 XX 中 从 zo 到 zi 的 一 条 道路 , 则 

[ezo] * [f] = [f] * lez] = [fj; 
(3) 存在 逆 元 : 若是 X 中 从 zo 到 zi 的 一 条 道路 , 则 
[f] *[f] = [ezo]l, [A]*[f]= [esl. 

证 明 先 指 出 两 个 基本 事实 . 

(1.1) 如 果 函 数 : X 一 Y 连续 , 且 f 之 fr 是 XX 中 的 道路 同 伦 , 则 有 了 中 的 
道路 同 伦 hof ko; 

(1.2) 如 果 函 数 k: 一 Y 连续 , 且 X 中 的 两 条 道路 f, 9 满足 f(1) = g(0), 则 
ko(lf *g)= (ko f)*(kog). 

结合 律 成 立 ， 给 定 X 中 的 道路 f,，g 和 h,， 如 果 [用 x* ([g| * 内 ) 有 定义 , 则 
f(1) = g(0), g(1) = h(0), 于 是 (月 * [由 * [站 也 有 定义 . 设 0<a<5<1, 定 义 久 
中 的 一 条 道路 Ko 如 下 : 在 [0,a] 上 等 于 从 [0,al 到 工 的 正 线性 映射 与 f 的 复合 ; 
在 [a, 中 上 等 于 从 [a,9] 到 工 的 正 线 性 映射 与 g 的 复合 ; 在 [5,1] 上 等 于 从 [5,1] 到 工 
的 正 线 性 映射 与 h 的 复合 . 如 果 0<c<ad<1, 则 

(1.3) ka ~ hea. 

事实 上 , 如 图 6.1.3, 设 bp :1 一 了 为 三 线段 道路 , 满 
足 p(0)=0, p(a) = 06, p(b) = 4d, p(1)=1, 则 koaop= 
ja 让 i :I 一 1 是 恒 等 映 射 , 则 存在 道路 同 伦 PP 使 得 
p i. 由 (1.1)， 


ke,dop 
ka,b koe,a. 


易 验 证 ， f *(g*h) = Kb1 /2,3/4) (f * 9)*h = hk1/4,1/2: 
由 (1.3)， 


[Ff] * (lg] * [2]) = ([f] * [9]) * [2]. 


单位 元 的 存在 性 . 设 f 是 X 中 从 zo 到 zi 的 一 条 道路 . 令 eo 是 工 中 取 
常 值 0 的 道路 ，i : 1 一 I 是 恒 等 映 射 则 i 和 eo *i 都 是 I 中 从 0 到 1 的 道 
路 , 于 是 存在 i 和 eo * i 之 间 的 道路 同 伦 G. 由 (1.1) 和 (1.2)，jFoG 是 /与 
fo(eo* 让 二 (foe0)* (fo0i)== ezo* 玫 之 间 的 道路 同 伦 , 故 [ezo]* [用 = [有 .类似 可 
证 明 [有 | = [f]* [ezil. 

道 元 的 存在 性 . 设 /是 X 中 从 zo 到 zi 的 一 条 道路 . 由 于 i*x7 和 eo 都 是 I 
中 以 0 为 起 点 和 终点 的 道路 , 存在 工 中 eo 与 ixi 之 间 的 道路 同 伦 五 . 因此 f oH 
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是 foeo=e 与 (fo 让)*(f oD)= fx 了 之 间 的 道路 同 伦 , 即 [fx* 四 = [ezo]. 类 似 
地 , 可 证 明 [有] *[f] = [es]. 

证 明 结 合 律 的 方法 可 以 推广 到 任意 有 限 条 道路 的 乘积 . 

定理 6.1.2 设 f 是 空间 X 中 的 一 条 道路 , 又 设 0= ao < ao < …… < an = |. 
定义 :了 工 一 匀 为 I 到 [a;_1,ai] 的 正 线性 映射 与 f 的 复合 , 1 < i < n, 则 
[f| = [fi]*:* [fal. 

X 中 所 有 道路 同 伦 类 的 集合 对 乘法 * 只 是 一 个 广 群 . 

定义 6.1.4 设 zo e X. 拓扑 空间 X 中 以 zo 作为 起 点 和 终点 的 一 条 道路 称 
为 以 zo 为 基点 的 回路 . 所 有 以 zo 为 基点 的 回路 的 道路 同 伦 类 之 集合 对 于 运算 * 
而 言 构成 群 , 称 为 空间 X 关于 基点 zo 的 基本 群 , 记 作 mi(X,zo). 

同 伦 是 “连续 形变 ”这 一 直观 说 法 的 拓扑 学 定义 . Poincaré 运用 同 伦 定义 了 基 
本 群 , 这 是 第 一 个 用 群 表述 的 拓扑 不 变量 . 在 同 伦 论 中 , 空间 X 的 基本 和 群 称 为 X 的 
一 维 同 伦 群 . 1935 年 , W. Hurewicz ( 波 , 1904~1956) 定义 了 高 维 同 伦 群 x (X, zo)， 
同 伦 论 迅速 成 为 代数 拓扑 学 的 主流 . 此 后 的 一 段 长 时 期 , 代数 拓扑 学 可 以 被 理解 为 
这 样 一 个 学 科 , 许多 重要 课题 来 自 同 伦 论 , 而 它们 的 解决 通常 需要 借助 于 可 计算 性 
更 强 的 同调 论 , 并 同时 将 同 伦 与 同调 应 用 于 流 形 理论 . 

仅 有 单位 元 构成 的 群 称 为 平凡 群 . 

例 6.1.3 mm(R",zo) 是 平凡 群 

若是 R" 中 以 zo 为 基点 的 一 条 回路 , 则 直线 同 伦 F(s,t) = tzo 十 (1 一 纺 f(s) 
是 f 与 er 之 间 的 道路 同 伦 , 于 是 zi (R", zo0) = {lezo]}. 

更 一 般 地 , 若 X 是 R" 中 的 凸 子 集 , 则 mn(X, zo) 是 平凡 群 . 由 于 R" 中 的 闭 单 
位 球体 B" 是 凸 集 , 所 以 zi(B", zxo) 是 平凡 群 . 

本 章 的 主要 目的 是 介绍 一 些 空间 基本 群 的 计算 , 并 说 明 它 的 一 些 应 用 . 本 节 先 
证 明基 本 群 具有 下 列 代数 与 拓扑 性 质 : 

(1) 当 XX 是 道路 连通 空间 时 , 不 同 基 点 确定 的 基本 群 均 同 构 ; 

(2) 基本 群 是 拓扑 不 变量 . 

定义 6.1.5 设 a 是 空间 X 中 从 zo 到 zi 的 一 条 道路 . 映射 & :ma(X,zo) 一 
Ta(X,z1) 定义 为 G() = 回 * [月 * [al. 

由 于 * 是 完全 确定 的 , 所 以 & 也 是 完全 确定 的 . 

定理 6.1.3 ”映射 &: Tn(X,zo0) 一 Tni(X,z1) 是 群 同 构 . 

证 明 (1) & 是 同 态 . 


&([f]) * &([9]) = ([o] * [A] * [od]) * ([a] * [g] * [ol]) 
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(2) 6 是 双 射 . 记 8 = 忌 则 映射 8 : ni(X,z1) 一 ma(X,zo), 且 对 每 个 [h] < 
Ti(X,21), 有 BP( 风 ) = [ 同 * [加 * [8]= [aj*[ 有 加 *[d, 于 是 


Go B(IA]) = [a * (la] * [A] * [a]) * [a] = 办， 


所 以 & 是 满 射 ; 而 oa([ 月 ) = [aj * (a x* [有 jx* [a]) * [a] = [fl, 因此 6& 是 单 射 . 

推论 6.1.1 若 X 是 道路 连通 空间 , 且 zo，zi € X, 则 zi(X,zo) 同 构 于 
NT1(X, 21). 

空间 X 中 含 zo 的 道路 连通 分 支 是 X 中 含 zo 的 一 个 极 大 道路 连通 子 集 ( 见 
引 理 3.3.1). 设 C 是 X 中 含 zo 的 道路 连通 分 支 , 则 xi(X,x0) = mm(C, x0), 所 以 
Tri(X,zo) 只 依赖 于 X 中 包含 zo 的 道路 连通 分 支 , 并 且 xi(X, zo0) 也 不 反映 多 的 
其 余部 分 的 任何 情况 . 故 当 讨论 基本 群 时 , 通常 只 考虑 道路 连通 的 空间 . 简 记 空间 
X 的 基本 群 为 ri1(X). 应 当 注 意 的 是 , 从 zo 到 zi 的 不 同道 路 可 以 导出 这 两 个 群 之 
间 不 同 的 同 构 , 而 ri(X,zo) 与 zi(X,z1) 的 同 构 与 道路 的 选取 无 关 当 且 仅 当 基本 
群 是 可 交换 的 . 

定义 6.1.6 设 X 是 道路 连通 空间 . 若 存 在 zo e X 使 得 mi(X,xzo) 是 平凡 群 ， 
则 称 X 是 单 连通 的 , 记 zi(X, zx0) = 0. 

引 理 6.1.2 若 X 是 单 连通 空间 , 则 X 中 任 两 条 有 公共 起 点 和 终点 的 道路 是 
道路 同 伦 的 . 

证 明 设 f, g 都 是 XX 中 从 xo 到 zi 的 道路 , 那么 f*7 是 X 中 以 zo 为 基点 
的 一 条 回路 . 由 于 X 是 单 连 通 的 , 所 以 f *5 yp ezo, 于 是 


(f= [lf*er]=[f*(9*9)]=[(f **9]= [ero * 9] = lg), 


所 以 f 和 9g 是 道路 同 伦 的 . 

下 面 转 入 证 明基 本 群 是 拓扑 不 变量 . 

对 连续 映射 hh: 对 一 ,hh:(X,z0) 一 (Y,yo) 表示 zo EX 且 wo = 二 h(xzo). 如 
果 上 是 X 中 以 zo 为 基点 的 一 条 回路 , 则 ho 便 是 Y 中 以 yo 为 基点 的 一 条 回路 . 
于 是 ，[ 月 己 ho 月 是 ni(X,zo0) 到 mi(Y,yo) 中 的 对 应 . 

定义 6.1.7 设 映 射 hh:(X,zo) 一 (Y, yo) 连续 , 定义 hy : zi(X, 7x0) 一 mi(Y, yo) 
为 请 ([ 月 ) = [ho 用 . hs 称 为 h (相对 于 基点 zo) 的 诱导 同 态 

hh 的 定义 是 完全 确定 的 . 因为 如 果 在 X 中 ，f 之 , f', 那么 hof 仿 p ho 又 
因为 (ho f)* (hog)= ho(f*g), PU hs([f] * [9]) = hs([f]) * hs(l9]), 于 是 hh 

诱导 同 态 h。 也 依赖 于 基点 zo， 对 同一 个 h, 及 X 中 不 同 的 zo, zi, 我 们 记 
(hzo)x : Ti(X,T0) = iY yo), 和 (hz) : Ti(X,z1) 一 Ti(7,y1)， 如 果 仅 考虑 一 个 
基点 , 则 常 简单 地 用 h, 表示 诱导 同 态 . 


洲 
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定理 6.1.4 (浮子 性 质 ) 设 灵 : (X,zx0) 一 (Y,yo), 有 : (YY,yo) 一 (2,z0) 都 是 连 
续 映 射 , 则 (Eee 由, = ho hs. 如 果 i: (XX,z0) 一 (X,zo) 是 恒 等 映射 , 则 i 是 恒 等 

证 明 由 定义 , (koh),([ 有 由) = [hoho 有 | =k([hof]) = ks (hs([f])) = (oh)([f]). 
此 外 , i,([ 有 1) = [io 由 = [用 

推论 6.1.2 设 久 :(X,zo0) 一 (Y,yo) 是 同 胚 , 则 hy :Ai(X,z0) 一 mi(Yyo) 是 
同 构 . 

证 明 让 有 = ji: (7Y,yo) 一 (X,z0), 令 i 分 别 是 空间 X,Y 上 的 恒 等 映 
射 . 由 定理 6.1.4, hk o hs = (koh); 二 i， hx ok 二 (hok); 王公, 所 以 已 是 及 的 
道 , 即 hh 是 同 构 . 

不 论 同 伦 或 同调 , 从 几何 向 代数 的 过 渡 总 是 由 函 子 来 实现 的 . 即 对 每 个 拓扑 空 
间 X, 对 应 群 F(X), 对 每 个 连续 映射 f : X 一 了, 对 应 同 态 F(f) : F(X) 一 FP(Y)， 
且 满足 : @ 当 对 =Y 且 f= ix 时 , Ff(f) 是 恒 等 同 构 ; @ 若 连续 函数 g:Y 一 2， 
则 (go 了)= f(g)o F(f). 当 f: 针 一 Y 为 同 凸 时 , FP(f) : F(X) 一 FP(Y) 为 同 构 . 
证 明 两 个 拓扑 空间 XX 与 Y 不 同 胚 的 一 个 常用 方法 就 是 找 出 一 个 适当 的 函 子玉 ,使 
得 F(X) 不同 构 于 F(Y). 


习 题 6.1 


6.1.1 如 果 f, f' :六 一 Y 是 同 伦 的 , 并 且 9 9% :7Y 一 2Z 也 是 同 伦 的 , 则 fog 和 fog/ 
是 同 伦 的 . 

6.1.2 设 f, 9g:X 一 S" 都 是 连续 映射 , 满足 对 每 个 ze 和 X 有 f(z) 关 一 g(x), 则 了 同 伦 
于 9. 

6.1.3 证 明 : Mabius 带 同 伦 于 S1. 

6.1.4 设 w，6 分 别 是 拓扑 空间 X 中 从 zo 到 zi, 从 zi 到 x2 的 道路 ， 证明: 如 果 
y=ax*6, 则 人 = Po 

6.1.5 设 zo 和 zi 是 道路 连通 空间 X 中 的 两 点 . 证 明 : ri(X,zo) 是 交换 群 当 且 仅 当 对 
任意 两 条 从 zo 到 zi 的 道路 a 和 8, 有 @G = 

6.1.6 证 明 : 若 X 是 道路 连通 空间 , 则 在 不 区 别 所 涉及 的 群 之 间 的 同 构 的 前 提 下 , 连续 
映射 的 诱导 同 态 与 基点 的 选取 无 关 . 即 , 设 h : X 一 是 连续 的 , 且 h(x0) = yo, h(x1) = 角 . 
如 果 a 是 X 中 从 zo 到 zi 的 一 条 道路 , 令 6 =hoa, 则 


Bo (hzo )* ea (hz )* oa. 


6.2 履 登 空间 


履 倒 空间 是 计算 基本 群 的 有 效 工 具 . 本 节 的 目的 是 通过 道路 及 道路 同 伦 的 提 
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升 , 建立 覆 二 空间 与 基本 群 的 联系 , 并 计算 圆周 的 基本 群 . 
定义 6.2.1 设 p: 马 一 B 是 连续 满 射 ,U 是 B 
的 开 集 . 如 果 p-1(U) = VU, Va, 其 中 {Vo}aey 是 EB 


中 互 不 相交 的 开 集 族 且 每 个 plv, : Va 一 U 是 同 胚 ， p71(D) 
则 称 p 均衡 地 覆盖 U. 集 族 {Vi}aej 称 为 p-!1(U) 
的 片 状 分 拆 . 

在 几何 上 , 常 将 p-1(U) 画 成 其 在 U 上方 的 “一 
又 薄 人 饼 ”, 每 一 片 “ 薄 饼 ” 都 和 U 的 大 小 形状 相同 ， ry 
而 映射 p 将 “薄饼 ” 挤 压 到 UV 上 , 见 图 6.2.1. 

定义 6.2.2 设 p: -一 B 是 连续 满 射 . 若 任 
给 be B, 存在 ”的 开 邻 域 U0, 使 p 均衡 地 履 盖 U 
则 称 p 为 履 登 映射 , 互 称 为 B 的 履 司 空间 . 

易 验 证 , 覆 释 映射 是 开 映 射 (见习 题 6.2.1). 此 外 , 由 于 每 个 Vnp-1(b) 是 单 点 
集 , 所 以 子 空 间 p-1(b) 具有 离散 拓扑 . 

例 6.2.1 对 拓扑 空间 基 和 ne Zi, 令 亡 ,= 针 x{1,2,…,n}. 定义 p: Bn, 一 
X 为 投射 p(z,i) = z, 则 p 是 覆 堆 映射 . 只 需 取 定义 6.2.2 中 的 U= XX. 

为 了 避 开 这 类 简单 的 释 饼 式 的 覆 秋 空间, 常 要 求 履 释 空间 是 道路 连通 空间 . 

定理 6.2.1 映射 p : RR 一 S! 定义 为 p(x) = (cos2rz,sin2rz), 则 p 是 覆 镭 
映射 . 

直观 上 ，p 把 直线 及 绕 在 单位 圆周 SI 上 , 每 一 线段 [n,n ++1] 在 SI 上 绕 一 圈 . 

证 明 先 讨 论 S! 的 右 半 开 圆周 . 令 UV = {p(x) € Sl : cos2nx > 0}. 因为 


图 6.2.1 


1 1 
cos2rz >0 全 2nx 一 了 <2rz< NRT 人 ON TLLLn+t7 


令 VV = (nn 一 1/4, n 十 1/4), 则 
= VU Wh， 且 {Vnjnez 是 
R 中 互 不 相交 的 开 集 族 见 图 6.2.2. 

下 证 每 个 zlv : WV 一 UV 是 同 胚 . 由 
U 于 严格 单调 性 及 紧 性 , ply :VV 一 
7 是 同 胚 , 从 而 plv,, : Vi 一 U 是 同 
胚 , 所 以 p 均衡 地 覆盖 U 
若 再 分 别 考虑 S1 的 上 半 开 圆 
周 、 左 半 开 圆周 和 下 半 开 圆周 , 则 均 
图 6.2.2 可 类 似 地 证 明 p 均衡 地 覆盖 它们 . 
故 p: 民 一 Si! 是 履 符 映射 . 
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定理 6.2.1 中 的 覆 辣 映射 p : R 一 S1 称 为 标准 履 倒 映射 . 
定义 6.2.3 ”映射 p :太一 B 称 为 局 部 同 胚 的 , 若 对 每 个 ee 五 , 存在 e 的 开 邻 
域 V 和 B 的 开 集 U 使 plv:V 一 U 是 同 及 . 


例 6.2.2 令 一 = (0,+co). 映射 p :万 一 S1 定义 为 p(x) = (cos2rz,sin 27z). 
则 p 是 局 部 同 胚 的 满 射 , 但 是 p 不 是 履 堆 映射. 

对 bo = (1,0) € S', 车 存在 bo 在 S' 中 的 开 邻 域 UV 使 得 p 均衡 地 覆盖 U， 
设 {Vjwen 是 p-1(U) 的 片 状 分 拆 , 其 中 每 个 me VV, n € Z4, 则 存在 。>0 使 
W = (0,6), 但 是 plv : 帮 -不 是 同 胜 

例 6.2.3 环 面 的 覆 欠 空间 外. 

在 例 2.6.2 的 (1) 中 , 环 面 是 由 正方 形 黏合 的 轮胎 状 的 商 空间 2/R. 在 解析 几 
何 中 , 环 面 是 圆周 绕 在 同一 个 平面 上 的 轴 (但 与 圆周 不 相交 ) 旋转 而 得 的 旋转 面 刀 ， 
它 是 R3 的 子 空间 , 见 图 6.2.3. 例如 , yz 平面 上 圆周 (y - 2)? 十 z= 1 绕 z 轴 旋 转 
而 得 D 的 参数 方程 为 


X= (2+cos2ns) cos2nt, 


y= 二 (2 十 cos2ns)sin2xt， 其 中 0<s,t<1. 


Zz = sin 275, 


但 在 拓扑 学 中 , 常 将 环 面 看 作 乘积 空间 S1 x $1, 它 是 R4 的 子 空间 . 先 证 明 商 空间 
12/R, 旋转 面 D 及 S! xSl 是 相互 同 胚 的 . 记 


D= {(z,y,2) € RY :z= (2+cos2ns)cos2nt, 


y= (2+cos2nms)sin2nt, z= sin2ns, 0O< s,t <1} 


定义 映射 g: 卫 一 DD 为 g(s,t) = (zx,y,z), Y(s € 了 2. 显然 9 是 连续 的 满 射 . 由 
于 L? 是 紧 空 间 , 所 以 g 还 是 闭 映射 ( 见 定理 3.6.7). 因为 g(s,0) = g(s,1), g(0,t) = 
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g(1, 妨 ,所 以 由 9 确定 的 ?中 的 等 价 关 系 R 就 是 例 2.6.2 的 (1) 中 定义 的 等 价 
关系 R, 即 R = Rj.， 由 定理 2.6.6, 由 9 诱导 同 胚 映射 f : 2/R。 一 D, 满足 
f([(s,t)]) = g(s,t), V (s,t) € 1. 

另 一 方面 , 定义 映射 g' :72 一 Si x Si! 为 g'(s,t) = (ei2"s, ei27t), Y (s,t) € 12. 
易 见 ，9' 是 商 映 射 , 且 g'(s,0) = g'(s,1), g'(0,) = g(1, 四 ,于 是 R= Ryo. 因此 , 诱 
导出 同 胚 映射 f7 : 12/Ry, 一 SI x Sl. 

综 上 所 述 , 商 空间 72/R, 旋转 面 D 及 S! x S! 是 相互 同 胚 的 . T=SIxSl 称 
为 环 面 . 下 面 再 来 求 环 面 T 的 覆 受 空间 . 

设 映 射 p :RR 一 S! 如 定理 6.2.1 中 的 标准 履 县 映射 . 乘积 映射 PPx7D: 及 x 了 R 一 
Sl x S$! 定义 为 p xp(z,y) = (p(x),p(y)). 易 验 证 , 两 个 覆 堆 映射 的 乘积 映射 仍 是 履 
倒映 射 (见习 题 6.2.3), 所 以 p x p 是 以 平面 R? 为 覆 登 空间 的 履 县 映射 . 它 将 每 个 
单位 正方 形 [n,n 十 1] x [m,m 十 1] 盖 满 环 面 . 


F 面 建立 获 痘 空间 与 基本 群 之 间 的 联系 . 关于 履 熏 空间 5 
最 重要 的 事实 , 是 所 谓 的 道路 提升 和 同 伦 提升 定理 ， 经 过 一 La | 
站 


系列 的 工作 , 1934 年 , H. Seifert, W. Threlfall 以 提升 定理 为 / 

基础 透彻 地 给 出 了 基本 群 和 有 覆 车 空间 之 间 的 关系 . 区 
定义 6.2.4 设 连续 映射 p: 忆 一 B 和 ff:X 一 B. 连续 

映射 户 : X 一 已 称 为 的 提升 , 如 果 pof = f, 即 有 交换 图 ， a 

见 图 6.2.4. 

先 看 儿 个 提升 的 例子 . 

例 6.2.4 对 定理 6.2.1 定义 的 履 辣 映射 p : 民 一 S1, 以 bo0 = (1,0) 为 起 点 ， 

(1) 定义 :I 一 S! 为 f(s) = (cosns,，sinxs), 则 了 的 提升 :I 一 恨 为 
f(s) = s/2. 

(2) 定义 g :I 一 S! 为 g(s) = (cosrs， 一 sinns), 则 9 的 提升 95:1 一 民 为 
#(s) = —s/2. 

(3) 定义 :I 一 Sl 为 h(s) = (cos4rs，sin4rs), 则 的 提升 h:I 一 民 为 
h(s) = 25. 

这 些 例子 反映 了 禾 车 映射 与 提升 的 关系 : 当 p 是 覆 二 映射 时 , S! 中 以 bo 为 起 
点 的 道路 在 及 中 有 以 0 为 起 点 的 提升 . 

引 理 6.2.1 设 p:(E,eo) 一 (B,bo) 是 覆 谷 映射 , 则 任意 以 bo 为 起 点 的 一 条 
道路 f :I 一 B, 在 马 中 有 以 eo 为 起 点 的 唯一 道路 f 作为 f 的 提升 . 

证 明 由 于 p 是 履 谷 映射 , 存在 B 的 开 和 覆盖 %, 使 得 p 均衡 地 覆盖 bl 的 每 
一 元 , 则 紧 度 量 空间 I 的 开 和 覆盖 广 !(U) 具有 Lebesgue 数 ( 见 推论 4.1.4), 所 以 存 
在 工 的 分 划 0= so < si <… < sn 二 1, 使 得 每 个 Flsi si+1]) 包含 于 Ye 中 的 某 一 
元 内 . 


了 


洲 
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(1) f 的 存在 性 . 从 so 开始 逐 段 构造 提升 f :I 一 已. 定义 f(0) = eo. 设 f 在 
[0, s] 上 已 经 定义 . f 在 [si si41] 上 定义 如 下 : 存在 Ue 纹 使 f([si,si41]) CU. 设 
{Va}aey 为 p-1(U) 的 片 状 分 拆 , 存在 co se J 使 f(si) Ee Vao. 由 于 plvso :Ya 一 UL 
是 同 胚 , 当 s € [si, sit1] 时 , 定义 f(s) = (plv,)-(f(s)), 则 了 在 [si,siri] 上 连续 . 
继续 上 述 过 程 , 定义 广 : 工 一 瓦 . 由 粘 接 引 理 ( 见 定理 2.4.4) 及 f 的 定义 ，f 连续 ， 
且 po f= 三 

(2) f 的 唯一 性 . 设 7 是 以 eo 为 起 点 的 f 的 另 一 个 提升 , 则 7(0) = eo = f(0). 
设 在 [0,s] 上 =f 对 [si,siti], UV 及 Vs 的 含义 如 (1), 由 于 po 天 = 了 ,所 以 


fllsisit]) Cp of(lsi, san) Cp (U0)= (TV. 
a€EJ 

因为 {Va}aey 是 互 不 相交 的 开 集 族 且 f(si, si+1]) 连通 ， 所 以 fll[si, si+1]) 仅 含 在 某 
一 Vo 内 , 而 f(s;) = f(s;) € Va, 从 而 fl([si,si41]) C Vs. 由 plvss Yo = U 是 
同 胚 , 对 每 个 s € [si, ss, f(s) = (plv,)-1(f(s)) = f(s)， 政 在 每 个 [si, st 上 ， 
f= 六. 因此 在 I 上 f= 六 

道路 同 伦 同样 有 唯一 的 提升 . 

引 理 6.2.2 设 p: (EB,e0o) 一 (B,b0) 是 覆 芋 映射 , 义 设 映射 下 :I xI1 一 BB 连 
续 ，F(0,0) = bo, 则 存在 唯一 的 提升 下 :Ix1I 一 巨 使 F(0,0) = eo. 如 果 下 是 
道路 同 伦 , 则 FF 也 是 道路 同 伦 . 

证 明 证明 类 似 于 引 理 6.2.1, 把 了 变 为 IxI 时, 改 逐 段 提升 为 逐 片 提升 . 

因为 p 是 履 合 映射 , 存在 B 的 开 和 覆盖 多 , 使 得 p 均衡 地 覆盖 的 每 一 元 . 由 
Lebesgue 数 引 理 , 存在 工 的 两 个 分 划 


0=s0<s1 < <sm=1l 0=t0 < < <h=1, 


使 得 每 一 矩形 = [su 5 x [j-1, 妇 在 下 的 像 全 于 2 的 某 一 元 内 . 为 了 方便 起 
见 , 记 和 矩形 I; < Jiojo, 如 果 7 < jo, 或 者 j=jo 且 ii<io. 

(1) 天 的 存在 性 . 从 点 (0, 0) 开始 逐 块 构造 提升 户 : IxI 一 已 定义 F(0,0) = eo. 
利用 引 理 6.2.1, 可 以 设 产 在 左边 {0} x 工 底 边 了 x {0} 上 已 经 定义 . 一 般 地 , 如 图 
6.2.5 所 示 , 对 给 定 的 io, jo, 让 


假设 下 在 4 上 已 经 定义 且 是 Ia 的 提升 , 下 在 [i,;， 上 定义 如 下 : 存在 Te 多 
使 (ha) CU 设 { jaey 是 p-1(U) 的 片 状 分 拆 . 让 C= AnNn 二 则 到 在 连 
通 集 C 上 有 定义 , 于 是 F(C) 是 连通 的 , 所 以 存在 6 e J 使 得 F(C) Cc Va， 由 于 
po = plvs : Va 一 U 是 同 胚 的 , 且 VY x eC, 有 po(F(x)) = p(F(z)) = F(x), 所 以 
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F(z) = 


po ) 
上 有 生 poF 


于 是 Yze Tiojo, 定义 F(z) se po (F(z)), 则 五 连续 扩张 到 Tiojo 


“(F(z)). 
= 五 . 依 此 , 可 在 Ix1I 上 定义 FF. 由 上 述 构 造 ， 玉 连续 且 po 让 = 下. 


(z 
F. 


J 
sam 


图 6.2.5 


(2) 下 的 唯一 性 . 注意 到 的 构造 步骤, 先 在 (0, 0) 上 定义 , 其 次 在 {0} x 1 
I x {0} 上 定义 , 再 次 在 每 个 I;; 上 定义 . 为 保持 F 的 连续 性 , 每 一 步 仅 有 唯一 的 定 
义 方式 , 所 以 只 要 严 (0,0) 确定 了 , FF 就 完全 确定 了 . 

(3) 设 下 是 道路 同 伦 , 则 F({0} xm = {60} C B， 因为 是 所 的 提升 , 于 
是 F({0} x 了 Cp-!(bo). 由 于 p71(bo) 具有 离散 拓扑 且 F({0} x 了 是 连通 的 , 所 以 
F({0} x 了 是 单 点 集 . 同 理 ，F({1} xDD 也 是 单 点 集 . 从 而 , 玉 是 道路 同 伦 的 . 

下 述 定 理 是 定义 覆 释 映射 的 诱导 提升 对 应 的 基础 . 

定理 6.2.2 设 p:(E,eo) 一 (B,bo) 是 覆 合 映射 , 又 设 f, g 都 是 B 中 从 bo 到 
bi 的 道路 ，f, 5 分 别 是 f, g 在 五 中 以 eo 为 起 点 的 提升 . 如 果 f ~, g, 则 f ~ 5 
且 f(1) = 5(1). 

证 明 设 之 , g, 则 F(0,0) = bo， 由 引 理 6.2.2, P 存在 唯一 的 道路 同 伦 提升 
FF:IxI— 马 且 (0,0) = eo, 于 是 F({0} xmD = {eo}, F({1} xmD = {ei}. 因为 
F(s,0) = f(s) 且 F(s,1) = g(s), 由 提升 的 唯一 性 , F(s,0) = f(s) 且 F(s,1) = 5(s)， 
所 以 户 >o5 且 1) = 5(1). 

定义 6.2.5 设 p:(E,eo) 一 (B,b0) 是 覆 玲 映射 , 定义 p :mi(B,bo0) 一 p-1(bo) 
为 p([ 有 1) = f(1), 其 中 对 [fe ri(B,b0o)，f 是 了 在 中 以 eo 为 起 点 的 提升 . 称 p 
为 由 pp 诱导 的 提升 对 应 . 

2 不 仅 依赖 于 p, 也 依赖 于 eo 的 选择 . 

定理 6.2.3 设 p :ma(B,bo) 一 p-1(bo) 是 由 覆 辣 映射 p : (已 , eo) 一 (B,0b0) 诱 
导 的 提升 对 应 . 若 忆 是 道路 连通 的 , 则 ” 是 满 射 . 若 巨 是 单 连通 的 , 则 ”是 双 射 . 

证 明 设 已 是 道路 连通 的 , 则 Y el es p-1(b0), 存在 五 中 从 eo 到 el 的 一 条 道 
路 f. 令 f=pof, 则 了 是 B 中 以 bo 为 基点 的 一 条 回路 ，f 是 了 的 提升 , 所 以 
[用 eri(B,bo) 且 yp([ 有 1 = e1. 故 2 是 满 射 


小 
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设 忆 是 单 连通 的 . 车 [用 [g] € mi(B,b0) 且 yp([ 用 ) = y([g]), 让 f, 5 分 别 是 
f,g 在 中 以 eo 为 起 点 的 提升 , 那么 f(1) = 5(1). 因为 巨 是 单 连通 的 , 由 引 理 
6.1.2, 存在 f 与 5 之 间 的 道路 同 伦 F, 那么 po 玉 是 B 中 了 与 g 之 间 的 道路 同 伦 ， 
所 以 [月 = [gl. 故 vw 是 双 射 . 

定理 6.2.4 圆周 S1 的 基本 群 同 构 于 整数 加 群 . 

证 明 令 bo = (1,0) € S!, 下 面 证 明 Ai(S!1,bo) 同 构 于 (Z, 十 ). 设 p: (R,0) 一 
(S$1,bo) 是 标准 的 覆 秋 映射 ( 见 定理 6.2.1), 则 p-1(bo) = ZZ. 因为 RR 是 单 连通 的 , 由 
定理 6.2.3, 提升 对 应 po : ri(S1,b0) 一 Z 是 双 射 . 下 面 证明 yp 是 同 态 . 

设 记 9 都 是 S1 中 以 bo 为 基点 的 回路 , 要 证 明 p([fx9]) = p([ 有 +w([g]). 让 户 5 
分 别 是 f, g 在 恨 中 以 0 为 起 点 的 提升 , 记 n= f(1) = 2([ 有 ), 且 m = 5(1) = 2([g)， 
定义 5:I 一 民 为 5(s) =n 十 5(s), 那么 po5(s) =p(n+5(s)) = po9(s) = 9(s), 于 
是 5 是 g 的 以 nn 为 起 点 的 提升 . 令 有 = fx5, 则 hh 是 RR 中 以 0 为 起 点 的 道路 且 
poh 二 fx*g, 所 以 h 是 fxg 的 以 0 为 起 点 的 提升 , 从 而 


plf *9)=n(1) =9D)=n+m= (A) + vl[9))- 
由 此 , ri(SI) 是 无 限 循环 群 . 


习 题 6.2 


6.2.1 设 p :五 一 巨 是 覆 登 映射 .证明 : p 是 开 映 射 ， 试 问 : 局 部 同 胚 映射 是 否 是 开 
映射 ? 
6.2.2 设 p: 马 -B 是 履 欠 映射 . 令 


多 = {U :U 是 B 的 开 集 且 p 均衡 地 覆盖 U}， 


则 多 是 空间 B 的 基 . 

6.2.3 设 p: 忆 一 B 和 yp :EB' 一 B' 都 是 履 琶 映射 , 则 乘积 映射 pxp’: ExE’ -BxB 
也 是 覆 县 映射 . 

6.2.4 设 p: 瑟 一 也是 覆 释 映射, a, 6 是 B 中 的 道路 , 满足 a(1) = 8(0). 如 果 G 6 
分 别 是 a, 6 的 提升 且 G(1) = 5(0), 证 明 Er 有 是 ax*8 的 提升 . 

6.2.5 设 p: 马 一 B 是 覆 莅 映射 , 其 中 万 是 道路 连通 的 . 证 明 : 当 B 单 连通 时 , p 必定 
是 同 胚 . 

6.2.6 设 p: 马 一 B 是 覆 辣 映射 . 若 对 每 个 be B,p-1(b) 是 紧 子 集 , 则 p 是 闭 映射 . 


6.3 收缩 与 同 伦 等 价 


本 节 讨 论 S$! 的 基本 群 的 一 些 应 用 , 内 容 涉及 收缩 、 形 变 收缩 和 同 伦 等 价 , 将 计 
算 穿 孔 平 面 的 基本 群 , 导出 二 维 Brouwer 不 动 点 定理 . 
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定义 6.3.1 (K. Borsuk, 1931) 设 4 是 空间 X 的 子 空间 . 连续 映射 7r:X 一 4 
称 为 收缩 , 如 果 rl4 : 4 一 4 是 恒 等 映射 . 这 时 , 4 称 为 X 的 收缩 核 . 

引 理 6.3.1 如 果 4 是 空间 X 的 收缩 核 , 则 内 射 ; : 4 一 X 诱导 的 基本 群 同 
态 是 单 射 . 

证 明 设 r: 久 一 A 是 收缩 映射 , 那么 r+oj: 4 一 4 是 4 上 的 恒 等 映 射 . 取 
定 ae 4, 则 7 oj 是 基本 群 m1(4,a) 上 的 恒 等 同 构 , 所 以 六 是 单 射 

定理 6.3.1 Sl 不 是 B? 的 收缩 核 . 

证 明 设 存在 收缩 映射 + : B? 一 S', 则 内 射 了: S1 一 B? 的 诱导 同 态 是 单 射 . 
由 于 B? 的 基本 群 是 平凡 群 , 所 以 8$1 的 基本 群 也 是 平凡 群 , 矛盾 . 
定义 6.3.2 设 4 是 空间 X 的 子 空间 . 连续 映射 妃 :X xI 一 X 称 为 形变 收 


缩 , 如 果 
( 对 每 个 ze X, H(z,0) = x, H(z,1)e 4; Pa 
(2) 对 每 个 ae 4, tel, H(a,t)=a. < 一 
这 时 , 4 称 为 X 的 形变 收缩 核 . 7 
在 形变 收缩 中 , 如 图 6.3.1 所 示 , X 能 连续 地 形变 到 A | 
中 , 若 定义 r: 和 一 4 为 r(z) = H(z,1), 则 7 就 是 基 到 A 和 4 图 6.3.1 


上 的 收缩 , 且 ix 之 jo7, 其 中 j: 4 一 X 是 内 射 

引 理 6.3.2 ” 设 两 个 映射 h, 大: (X,zx0) 一 (Y,wo) 都 连续 . 如 果 九 之 kk 且 对 每 个 
tcI 有 矿 (x0,t) = yo, 则 诱导 同 态 hh = 必 . 

证 明 如 果 j 了 是 X 中 以 zo 为 基点 的 一 条 回路 , 令 G= Ho(f xi):IxI 一 了 Y,， 
其 中 i :I 一 1 是 恒 等 映 射 , 则 G 连续 且 


G(s,0) = ho f(s), G(s,1) = ko f(s), 
G(0,t) = H(zxo0,t) = yo, G(1,t)= H(zo,t) = Yo, 


所 以 hof Sy kof, Bh (A) = a([f]). 

定理 6.3.2 如果 4 是 空间 X 的 形变 收缩 核 , 则 内 射 ; : 4 一 X 诱导 出 基本 
群 的 同 构 . 

证 明 设 太 :XxI 一 XX 是 形变 收缩 . 定义 r:X 一 4 为 r(z) = 五 (z,1), 并 取 
定 ao e 4. 由 引 理 6.3.1, 诱导 同 态 7 : Ti(4,a0) 一 mi(X,a0) 是 单 射 . 下 面 证 明 j， 
还 是 满 射 , 对 恒 等 映 射 i: 六 一 X, 有 jor 之 i 且 对 每 个 +e1lT 有 (ao,t) = ao, 由 引 
理 6.3.2, (jo7); = 六 or* 是 ri(X,a0o) 上 的 恒 等 同 构 , 所 以 j; : zi (4,a0) 一 mi(X,a0) 

定理 6.3.2 可 以 将 一 些 空间 基本 群 的 计算 化 为 已 知 的 空间 的 基本 群 . 如 下 述 推 
论 表 明 , 通过 ri(S1) 可 计算 穿孔 平面 的 基本 群 . 


小 
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推论 6.3.1 对 neZj, 内 射 7:S” 一 RR"+! 一 {0} 诱导 出 基本 群 的 同 构 . 
证 明 令 久 =R"*+1 一 {0}. 定义 五:xI 一 为 


H(z,t) = (1 —t)z+ i 


则 五 连续， 万 (x,0) = xz, H(zx,1) € S”, 且 对 每 个 ae S*， (a,t) =a, 所 以 万 是 形 
变 收缩 ，S" 是 X 的 形变 收缩 核 . 由 定理 6.3.2, j; : ri(S",ao) 一 1(X,a0) 是 同 构 . 


推论 6.3.1 的 几何 意义 是 指 , 有 一 个 自然 的 方式 将 R? - {0} 中 的 每 一 条 道路 
形变 为 S! 中 的 一 条 道路 , 即 可 以 通过 每 一 条 以 0 为 起 点 的 射线 把 f(x) 收缩 到 Si 
上 . 由 定理 6.2.4, mn(R? - {0}) 同 构 于 整数 加 群 , 这 表明 在 例 6.1.2 中 f , h. 

例 6.3.1 设 B 是 R3 中 的 z 轴 , 则 穿孔 的 wy 平面 (R? 一 {0})x1{0} 是 R3-B 
的 形变 收缩 核 . 

定义 有 H(z,y,z;,t) = (z,y, (1 一 她 z),; 则 五 : (R3 一 B) xI 一 R3 一 B 是 形变 收缩 . 
由 推论 6.3.1，Ani(R3 一 B) 与 (Z, 十 ) 同 构 . 

本 节 的 第 二 部 分 将 基本 群 用 于 研究 拓扑 学 中 的 另 一 类 问题 : 确定 从 一 个 空间 到 
另 一 个 空间 两 个 给 定 的 映射 是 否 同 伦 . 这 问题 分 为 两 类 , 一 是 给 定 映射 :六 一 了， 
h 是 否 同 伦 于 常 值 映射 ; 二 是 如 何 确定 两 个 映射 h, 有 :和 一 了 是 否 同 伦 ? 

定义 6.3.3 ”如 果 映 射 h :XX 一 Y 同 伦 于 常 值 映 射 , 则 称 疡 是 零 伦 的 . 

引 理 6.3.3 设 :S1 一 Y 是 连续 映射 . 下 述 条 件 等 价 : 

(1) h 是 零 伦 的 ; 

(2) h 能 扩张 为 连续 映射 g : B? 一 了; 

(3) h 是 零 同 态 . 

证 明 (1) 全 (2). 设 瑟 : Si1 xI 一 Y 是 与 常 值 映射 之 间 的 同 伦 . 定义 
7:S!xI 一 BB? 为 x(z,t) = (1 一 如 zx, 则 7 是 连续 满 射 . 由 于 Si! x1 是 紧 空间 ， 7 是 
闭 映 射 ( 见 定理 3.6.7). 定义 g:B? 一 了 为 g(z) = 五 (x-!1(z)), 则 g 是 确切 定义 的 . 
浸 二 0 时, -1(z) = Sl x {1}), 则 五 (S1 x {1}) 是 中 的 单 点 集 , 且 gor = 万. 
车 C 是 Y 中 的 闭 集 , 则 g-1(C) = 7(H-'(C)) 是 B? 中 的 闭 集 , 所 以 9 连续 ; 另 一 
方面 , 若 zeSL 则 g(x) = 五 (x-1(x)) = 五 (x,0) = h(z), 故 g 是 hh 的 扩张 . 

(2) 过 (3). 让 j :8S! 一 B? 是 内 射 , 则 goj = h. 由 诱导 同 态 的 函 子 性 质 , h = 
gx 0 加. 因为 B2 的 基本 群 是 平凡 群 , 取 定 bo € 8!, 所 以 j, : mi(S1,bo) 一 mi(B?, bo) 
是 平凡 的 , 因此 h, 是 零 同 态 . 

(3) 全 (1). 设 p :RR 一 S! 是 标准 的 覆 生 映射 , po = pli :1S!, bo = (1,0)e S1. 
则 [po] s mi(S1, 050)， 由 于 h 是 零 同 态 , 让 yo = h(b0), 则 YY 中 以 yo 为 基点 的 
回路 f = ho po 与 常 值 道路 ev 同 伦 , 设 是 其 同 伦 映射 令 g = po x 计 , 则 
d:TIxI 一 SLxI 是 连续 的 闭 映 射 . 定义 HH:S!1 xI 一 为 H(zx,t) = FF(g-1(z,t))， 
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则 映射 瑟 是 确切 定义 的 且 = Hog. 由 于 gq 是 闭 映射 ,所 以 五 连续 , 从 而 疡 乙 ，ew， 
故 h 是 零 伦 的 . 

定理 6.3.3 设 h:X 一 Y 是 零 伦 的 , 则 hh 是 零 同 态 . 

证 明 设 f:1 一 久 是 关中 以 xo 为 基点 的 一 条 回路 , 要 证 h([ 有 )=0. 令 wv 
I 一 S1 为 标准 回路 p(s) = (cos 27s,sin2xs). 定义 :Si 一 对 为 kla) = f(wp-1(a)) 
(由 于 了 是 zo 的 基点 , 在 (1 0) 点 ,大 是 完全 确定 的 ), 因为 f= koy 且 p 是 闭 映 射 ， 
于 是 大 是 连续 的 ( 见 定理 2.6.5). 设 互 :XxI 一 立 是 六 与 常 值 映射 之 间 的 同 伦 ， 
则 :SilxI 一 定义 为 HH'(a,t) = H(k(q),t) 是 hok 与 常 值 映射 之 间 的 同 伦 . 由 
引 理 6.3.3, (ho 有) 是 零 同 态 , 于 是 0= (hok);([p]) = [hokopl= [hof] = h(f)). 
故 h 是 零 同 态 . 

例 6.3.2 设 T 是 RR? 中 的 闭 三 角 区 域 , 则 不 存在 连续 映射 f :7T 一 97 使 得 
了 的 每 一 边 变 为 自身 . 

设 存在 连续 映射 f : T 一 9T 使 得 工 的 每 一 边 变 为 自身 ， 让 g = fler : 
9T 一 67, 则 9 同 伦 于 恒 等 映 射 i 事实 上 , 定义 G : 9T xI 一 9T 为 G(x,t) = 
tr 二 + (1—t)g(z), 则 g 名 i. 因为 97 同 伦 于 S!，rm (07) 同 构 于 (Z, 十 ), 所 以 i 不 是 
零 同 态 . 由 定理 6.3.3, i 不 能 同 伦 于 常 值 映射 , 故 9 不 与 常 值 映射 同 伦 . 

另 一 方面 , f 是 g 的 连续 扩张 . 取 定 xo Ee TT 一 67, 定义 下: 9T x1I 一 60T 为 
(x,t) = f(tro+ (1 一)7x), 则 研 是 g 与 常 值 映射 之 间 的 同 伦 , 矛盾 . 

引 理 5.2.2 是 一 维 的 不 动 点 定理 . 下 面 证 明 二 维 的 不 动 点 定理 . 

定理 6.3.4 (Brouwer 不 动 点 定理 , 1909) 车 映射 f : B? 一 B? 连续 , 则 存在 
7 € B? 使 得 f(x) = >. 

证 明 ” 若 不 然 ， 则 对 每 个 zs B?，f(x) 了 关 zx， 定义 g :至 一 R? 一 {0} 为 
g(z) = z 一 f(z)， 则 存在 zo。 es S! 和 实数 a < 0 使 得 g(xz0) = azo， 否则 , 令 
hh 二 glsi : S! 一 RR? 一 {0}, 并 定义 五 :S!1 x1 一 R? 使 H(zx,t) = tz 二 (1 一 h(x), 则 
万 (x,t) 关 0. 事实 上 , 当 上 = 0,1 时 , H(z,t) 关 0; 如 果 当 0<t<1 时 , H(zx,t) = 0， 
则 h(x) = 一 tx/(1 一 人 四 , 这 与 假设 矛盾 . 从 而 五 : $1 x I 一 R? 一 {0}, 于 是 hh 同 伦 于 
内 射 j : 8S! 一 R? 一 {0}. 由 推论 6.3.1, h 不 是 零 伦 的 , 这 与 引 理 6.3.3 矛盾 . 因此 ， 
存在 ro e S! 和 a < 0, 满足 g(x0) = azo, 于 是 f(x0) = (1 一 a)xo 4 B?, 矛盾 . 

Brouwer 不 动 点 定理 可 以 推广 到 高 维 的 情形 . 它 之 所 以 引起 人 们 的 极 大 兴趣 ， 
是 因为 它 对 映射 , 除 连续 性 外 无 任何 其 他 要 求 , 而 可 以 广泛 应 用 于 方程 的 解 的 存在 
性 . 


定义 6.3.4 (W. Hurewicz, 1935) 设 映 射 /:X 一 YY 和 9g:Y 一 X 都 是 连续 
的 . 如 果 映 射 go f : X 一 XX 同 伦 于 XX 的 恒 等 映 射 , 映射 fog:Y 一 Y 同 伦 于 YY 
的 恒 等 映 射 , 则 称 f, 9 为 同 伦 等 价 , 其 中 的 每 一 个 是 另 一 个 的 同 伦 逆 . 如 果 两 个 空 
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间 之 间 存 在 同 伦 等 价 , 则 称 这 两 个 空间 之 间 有 相同 的 伦 型 . 

易 验 证 , 同 伦 等 价 是 等 价 关 系 . 如 果 4 是 空间 X 的 形变 收缩 核 , 则 4 与 X 有 
相同 的 伦 型 . 事实 上 , 设 五 是 这 形变 收缩 , 让 7 : 4 一 X 为 内 射 , 定义 :和 一 4 
为 r(z) = 五 (z 鸭 , 则 ro7 是 4 上 的 恒 等 映 射 , 五 是 匀 上 的 恒 等 映射 与 jo7 的 同 
伦 . 

下 面 将 证 明 同 伦 等 价 的 空间 具有 同 构 的 基本 群 ， 这 推广 了 推论 6.1.2 和 定理 
6.3.2. 

引 理 6.3.4 设 h,k:X 一 Y 都 是 连续 映射 , 且 jzo) = yo, k(x0) = 1. 如 果 
h 之 k, 则 在 Y 中 存在 从 yo 到 yi 的 一 条 道路 a, 使 得 = Go 7 

证 明 设 有 之 定义 a:I 了 为 al(t) = 二 H(zo0;)) 则 a 是 YY 中 从 ww 到 n 
的 一 条 道路 . 下 证 = oj 即 对 [有 € mi(X,zo), 有 ([ 有 ) = &(h([ 由 )), 也 就 
是 [ko 有 = [ad]* [ho 有 x [qj, 等 价 于 [a] * [ko 月 = [h* 月 *[al. 

如 图 6.3.2, 对 X x 工 的 两 条 回路 fo 和 广 , 其 中 fo(s) = (f(s),0), 及 (s) = 
(f(s),1), 及 XX x1I 的 一 条 道路 c, 其 中 c( = (zo,;t), 那么 


Hofo=ho], Hofi=ko], Hoc=a. 


定义 下 :I xI 一 匀 xI 为 FF(s,t) = (f(s),t). 对 IxI 的 4 条 边 , 记 
Bols) 一 (s, 0), Bi(s) > (s, 1), Yolt) 二 (0,t), 1(t) 二 (1,), 
其 中 (s,t) eI 了 xJ, 那么 
FoBo= fo, FoP=fi, Foym= Fom=c. 

由 于 IxI 是 凸 集 ， 所 以 IxI 中 的 道路 Bo *Y1 和 Yo* B1 同 伦 ， 设 Pox Yi 已 Yo * 0， 
那么 fo*c ,cx* 所 ,因此 五 。(FoG) 是 (Hofo)*(Hoc= (hof)*a 与 
(了 Ho0) *( 卫 0 用 ) =ax (ko 了) 之 间 的 道路 同 伦 . 

推论 6.3.2 设 h, :XX 一 Y 都 是 连续 映射 ，h(zo0) = yo, k(x0) = ,上 且 
hh 之. 如 果 . 是 单 射 ( 满 射 , 零 同 态 , 同 构 ), 则 h, 也 是 单 射 ( 满 射 , 零 同 态 , 同 构 ). 
特别 地 , 如 果 h 是 零 伦 的 , 则 hh 是 零 同 态 . 
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证 明 利用 定理 6.1.3，4 是 群 同 构 , 再 利用 引 理 6.3.4 得 上 述 推论 . 

定理 6.3.5 若 映射 4 : (X,zo) 一 (Y,yo) 是 同 伦 等 价 , 则 六 : ma(CX,zo) 一 
xi(Y, yo) 同 构 . 

证 明 设 g:Y 一 六 是 了 的 同 伦 逆 , 令 zi = g(yo), y= f(z1), 并 且 考 虑 映射 


(X, 20) 二 (YYo) 3 (X,21) $ (Yn), 


相应 地 有 诱导 同 态 
(fro)* 和 (fri)* 
TI(X,Z0) > ni(Y,yo) ni(X, 1) > ni(Y,y). 


由 于 gof 之 ix, 由 定理 6.3.4, 存在 X 中 的 一 条 道路 a 使 得 (go f), = bo (ix); = G， 
于 是 go (fio) = (9o 了); 是 同 构 . 类 似 地 , 由 于 f og 之 iy, (fo,):09 = (fo9), 是 
同 构 , 从 而 g 是 满 且 单 的 , 于 是 q 是 同 构 , 故 (fi,); = (9:)-1o& 也 是 同 构 . 

同 伦 等 价 关 系 比 形变 收缩 的 概念 更 为 一 般 . 1971 年 , M. Fuchs 证 明了 下 述 定 
理 : 两 个 空间 X 和 YY 同 伦 等 价 当 且 仅 当 它们 分 别 同 豚 于 同一 个 空间 2 的 两 个 形 
变 收缩 核 29. 


习 题 6.3 


6.3.1 若 4 是 BB? 的 收缩 核 , 则 每 个 连续 映射 了: 4 一 4 必 有 不 动 点 . 

6.3.2 如 果 4 是 空间 X 的 形变 收缩 核 , B 是 4 的 形变 收缩 核 , 则 B 是 X 的 形变 收 
缩 核 . 

6.3.3 设 h:S! 一 S! 是 零 伦 的 . 证 明 : h 必 有 不 动 点 , 并 且 存在 ze S1, 使 得 h(x) = 一 z. 

6.3.4 计算 Mobius 带 的 基本 群 . 

6.3.5 空间 X 称 为 可 缩 的 , 如 果 X 到 自身 的 恒 等 映 射 是 零 伦 的 . 证 明 : 空间 X 是 可 缩 
的 当 且 仅 当 X 具有 一 点 的 伦 型 . 

6.3.6 设 4 是 3 x3 的 正 实数 矩阵 . 证 明 : 4 有 正 的 实 特征 值 . 


6.4 S" 的 基本 和 群 


我 们 已 证 明了 zn(S!) 同 构 于 (Z, 上 +)， 本 节 将 证 明 当 ”> 2 时 , ma(S") 是 平凡 
群 ,并 通过 计算 几 类 曲面 的 基本 群 说 明 其 不 同 豚 ， 先 证 明 1931 年 , H. Seifert ( 德 ， 
1907~1996) 和 1933 年 , E. van Kampen (比利时 , 1908~1942) 独立 证 明 的 著名 定理 . 

定理 6.4.1 (Seifert-van Kampen 定理 ) 设 空间 X=UUV, 其 中 UV 都 是 XX 
的 开 集 且 UNV 是 道路 连通 的 . 取 定 zo e UNV, 则 两 个 内 射 1 : (U, zo) 一 (X, zo)， 
万: (Vz0) 一 (X,z0) 的 诱导 同 态 的 像 生成 ri(X,zo)， 

证 明 设 / 是 X 中 以 zo 为 基点 的 一 条 回路 , 要 证 明 f 同 伦 于 形 如 gi * (go* 
(…* (gn))) 的 道路 , 其 中 每 个 % 是 辟 或 了 中 以 zo 为 基点 的 回路 . 
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(1) 存在 工 的 分 划 0 = ao < ai <… < an = 1, 使 得 每 个 Fa) e UNnV 且 
f([ai_1,Q0i]) 含 于 U 或 V 之 一 中 , 见 图 6.4.1. 

由 Lebesgue 数 引 理 , 存在 工 的 分 划 
0 二 bo <0b<:…<bm = 1, 使 得 每 个 
f([0i_1,b]) 含 于 UU 或 V 之 一 中 . 如 果 所 
有 Foa) e Zny, 则 证 明 完 成 ， 若 存在 
i < m 使 得 fo) 4 UNnV, 如 果 f(b;) < 
U, 则 F([5i-1, 思 )，f([bi,bit1]) CU; 如 果 
f(bi) € V, 则 f(bi3, Di]), fllbi,biri]) C 
V. 所 以 FI tbs) 含 于 U 或 VV 之 一 
中 , 于 是 删 去 b; 得 到 新 的 工 的 分 划 . 注意 
到 f(b0) = f(b,) = zo se UNnV. 继续 上 述 过 程 至 有 限 步 , 可 获得 符合 (1) 要 求 的 
分 划 . 

(2) 对 每 个 1<i<n, 构造 U 或 V 中 以 zo 为 基点 的 回路 g;. 定义 fi:I 一 X 
为 从 I 到 [a;_1,ai] 的 正 线 性 映射 与 f 的 复合 , 即 f(s) = f((1 -sa iT+Tsaih)) 则 方 
是 或 V 中 的 道路 且 f;(1) e UNV. 由 于 UNV 是 道路 连通 的 , 在 UNV 中 存在 从 
TO 到 fi(1) 的 道路 Qi. 可 以 取 Q0, Qn 都 是 XO 处 的 常 值 道路 . 令 gi 二 (Qi_1* fi)* Ti, 
则 gi 是 UU 或 V 中 以 vo 为 基点 的 回路 . 

(3) 因为 每 个 f; 是 工 到 [a;_1,ai] 的 正 线 性 映射 与 f 的 复合 ,， 由 定理 6.1.2， 
[f= [fi]*:.-* [fr] = [91] * + * [gnl. 

推论 6.4.1 设 空间 X = UUV, 其 中 U,V 都 是 X 中 单 连通 的 开 集 . 若 UNV 
是 非 空 的 道路 连通 子 集 , 则 X 是 单 连通 的 . 

定理 6.4.2 当 mn>2 时 ，S” 是 单 连通 的 . 

证 了 明 设 p=(0,.… ,0,1) ER"+1,g = (0,.… ,0, 一 1)€ R"+1 分 别 为 Sn 的 “ 北 
极 ”、“ 南 极 ”. 

(1) 穿孔 球面 S" 一 {p}，S” 一 {9} 与 R” 同 胚 . 

定义 球 极 投射 f: (S" 一 {p}) 一 及" 为 


f(2) = (v1 Vn) = 让 


f(z) x {0} 为 R*+1 中 连接 zx, p 的 直线 与 R* x {0} 的 交点 , 则 f 是 连续 的 . 定义 
映射 9 : RR" 一 S” 一 {p} 为 


(T1, Zn 


gy ,Yn) = (tyi,* ,tyn, 1 — 1), 
其 中 
2 


t 2 二. 二 (tyn)2 + (1 ot)2=1, 昌 by 
(ty) (tyn)? + (1 ne 


6.4 Sn" 的 基本 和 群 “08 


则 9 连续 且 9 是 f 的 道 , 于 是 f 是 同 肛 . 
定义 p:(S" 一 {p}) 一 (S”" 一 {9)) 为 


p(x1,: 名 , Tn, Tnt1) (zx1,: i Dns 二 


则 p 是 同 胚 , 所 以 S" 一 {p} 同 胚 于 Sn" 一 {9}, 于 是 Sn" 一 {9} 与 R" 同 胚 . 

(2) 令 U=S"-{p}, V = SS” 一 {9}), 则 SsS" 是 开 子 集 U,V 之 并 , 且 UNV = 
S" 一 {p, q}. 因为 U,V 均 同 胚 于 R”, 所 以 它们 是 单 连通 的 . 取 f 为 (1) 中 的 球 极 
投射 , 那么 f(UNnV) = BR" 一 {0}. 由 于 RR" 一 {0} 是 道路 连通 的 , 且 /六 是 同 胚 , 所 以 
ny 也 是 道路 连通 的 . 由 推论 6.4.1，S"” 是 单 连通 的 . 

推论 6.4.2 当 n >2 时 ，R" 一 {0} 是 单 连通 的 . 

证 明 由 推论 6.3.1, R” 一 {0} 的 基本 群 与 S" 1 的 基本 群 同 构 , 所 以 当 n > 2 
时 , R"* 一 {0} 是 单 连通 的 . 

推论 6.4.3 当 n>2 时 , R" 与 R? 不 同 胚 . 

证 明 ”R" 一 {0} 是 单 连通 的 , 而 R? - {0} 同 胚 于 S1, 所 以 R? - {0} 不 是 单 连 

本 节 第 二 部 分 讨论 几 类 曲面 的 基本 和 群 . 

拓扑 空间 X 称 为 曲面 , 若 X 是 具有 可 数 基 的 Hausdorf 空间 , 并 且 X 的 每 一 
点 存在 开 邻 域 与 R? 的 某 开 子 集 同 胚 . 下 面 将 讨论 球面 S2, 射影 平面 P? 和 环 面 T 
的 基本 群 , 用 比较 基本 群 的 方法 来 说 明 它 们 是 互 不 同 胚 的 . 

由 定理 6.4.2, S? 是 单 连 通 的 . 

由 例 6.2.3, 环 面 了 = SlxSl 是 曲面 . 为 计算 环 面 的 基本 群 , 先 回 忆 相 关 的 代 
数 知识 . 设 (4,.)，(B,.) 都 是 群 . 在 4 x B 上 定义 运算 “” 如 下 : 


(a, b) (oa 的 ) 一 (a < a',b b"), Vv (a, b), (a,, 区) € A x B, 


则 (4xB,-) 是 一 个 群 . 如 果 有 hh:C 一 4:C 一 B 为 群 同 态 , 则 定义 5:C 一 AxB 
为 5(c) = (h(c),k(c)), 则 6 是 群 同 态 . 

定理 6.4.3 ”mn(X x YY (xo,yo)) 同 构 于 ni(X, zx0) x mi(Y, yo). 

证 明 令 p: 铸 xY 一, gq: 铸 xY 一 Y 表示 投射 , 则 有 诱导 同 态 


px : mT(X XY, (zo0,Y0)) = mi(X, ro) 
qx : T1(X x Y, (x0,y0)) > Ti(Y, yo). 
定义 同 态 更 : ni(X x YY (x0,y0)) 一 ma(X,zo) x Ni(Y,yo) 为 
S$([f]) = (px([f]), gq:([f])) = (lp° f], lao 有 )), 
则 6 是 同 态 , 下 面 证明 5 是 同 构 . 
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(1) $8 是 满 射 ， 设 g, h 分 别 是 X,Y 中 以 zo0，wo 为 基点 的 回路 .定义 f : 
TI 一 和 xz 为 js)= (g(s),h(s)), 则 了 是 Xxy 中 以 (zo,yo) 为 基点 的 回路 , 且 
$([f]) = (lpo f], [lao f])= ([9], [2). 

(2) 6 是 单 射 . 设 上 是 Xxy 中 以 (zo0,yo) 为 基点 的 回路 , 且 8([ 用 ) 是 单位 元 ， 
于 是 pof 名 ez, go ff 之 ey 定义 F:IxI-， 久 xY 使 F(s,t) = (G(s,t),H(s,t)), 
则 /7 ~ C(xo,yo): 

推论 6.4.4 xi(T) 同 构 于 Z xZ. 

定义 6.4.1 在 S$2 中 把 每 一 点 z 与 其 对 径 点 -x 黏合 所 得 到 的 商 空间 称 为 射 
影 平面 , 记 为 P2 . 商 映 射 p : S2 一 P? 称 为 射影 映射 . 

2 是 等 价 类 的 集合 , 等 价 关 系 由 “x ~ x” 或 “x ~ 一 x” 确 定 , 赋予 下 述 商 拓 
扑 : 对 VC P2,V 是 P? 的 开 集 当 且 仪 当 p-1(V) 是 S? 的 开 集 . 

定理 6.4.4 P? 是 曲面 且 射 影 映射 p : S? 一 P? 是 覆 符 映射 . 

证 明 (1) p 是 开 映 射 设 UV 是 S2 的 开 集 , 定义 对 径 映 射 a :SL 一 S2 为 
alz) = 一 zx, 则 a 是 同 胚 , 于 是 a(U) 是 $2 的 开 集 . 由 于 p-1(p(V)) = UUa(U) 是 
S? 的 开 集 , 所 以 p(U) 是 P2 的 开 集 . 故 p 是 开 映 射 . 

(2) p 是 覆 全 映射， 对 ye P2, 取 定 ze p71(y), 令 U= B(x,1/2) nS2, 其 
中 B 是 欧 氏 空间 (R3, dg) 的 球形 邻 域 , 则 U 是 z 在 S? 中 的 开 邻 域 , 于 是 p(U) 是 
y 在 P? 中 的 邻 域 . 由 于 对 每 个 > e S?, 总 有 d(z,a(z)) = 2, 所 以 U 不 含 S? 中 
任何 一 对 对 径 点 , 于 是 zlr : UV 一 pP(D) 是 连续 、 开 、 双 射 , 因而 是 同 胚 ， 类 似 地， 
platv) :al(D) 一 P(D) 也 是 同 胚 , 从 而 {UV, a(U)} 是 p-1(p(UV)) 的 片 状 分 拆 , 即 p 均 
衡 地 覆盖 p(U). 故 p 是 覆盖 映射 . 

(3) P? 是 曲面 .由 于 S2 有 可 数 基 且 p 是 开 映 射 , 所 以 P? 具有 可 数 基 . 对 
大 加 EP2 则 pa)Up-i2) 是 4 点 集 , 设 2s 是 这 4 点 中 每 两 点 距离 的 
最 小 值 . 令 i，U 分 别 是 or1()，210) 中 一 个 点 的 = 邻 域 , 则 Vi ua(D) 与 
U2 U a(U2) 不 相交 , 于 是 p(C)，p(Do) 分 别 是 yy, yo 在 忆 中 不 相交 的 邻 域 . 所 以 
P? 是 Hausdorff 空间 . 由 (2) 所 证 ，P? 的 每 一 点 有 开 邻 域 与 $2 的 开 集 同 胚 , 所 以 
P? 的 每 一 点 有 开 邻 域 与 及 2 的 开 集 同 胚 . 故 P? 是 曲面 . 

推论 6.4.5 mi(P2) 是 2 阶 群 . 

证 明 因为 S? 是 单 连通 空间 , 由 定理 6.2.3, 对 每 个 ye P2, 由 射影 映射 p : 
S? 一 P? 诱导 的 提升 对 应 po : xi(P?,y) 一 p-1(y) 是 双 射 . 因为 p-1(y) 由 两 个 元 组 
成 , 所 以 mi(P?) 是 2 阶 群 . 

由 此 , ri(P2) 同 构 于 模 2 的 剩余 类 加 群 Z2. 对 于 一 般 的 ne Z+, 可 以 类 似 地 
定义 商 映 射 p : S" 一 P", 称 P" 为 n 维 射影 空间 , 则 射影 映射 p : S" 一 P" 是 覆 闪 
映射 , 所 以 当 n > 1 时 , 由 于 S” 是 单 连通 的 , 所 以 mi(P") 同 构 于 Zo. 

推论 6.4.6 曲面 S2，P2 及 TT 互 不 同 胚 . 


6.4 Sn" 的 基本 和 群 “0%: 


下 面 的 例子 表明 基本 群 可 以 不 是 交换 群 

例 6.4.1 8 字 型 空间 的 基本 群 不 是 交换 群 

8 字 型 空间 X 是 R? 中 两 个 圆周 4, B 之 并 , 且 4 与 B 仅 有 一 个 交点 zo. 下 
面 构造 X 的 覆 琶 空间 已 

让 五 = U (4nU Bi), 其 中 ho 是 xz 轴 ，Bo 是 y 轴 , 对 nn 关 0，An 是 与 y 轴 
相 切 于 (0,n) 的 圆周 ， 已 是 与 > 轴 相 切 于 (n,0) 的 圆周 ， 设 这 些 圆周 均 互 不 相交 ， 
见 图 6.4.2. 


图 6.4.2 


定义 p: 马 一 X 满足 : p 分 别 把 x 轴 , y 轴 缠 在 圆周 4，B 上 使 整数 点 映 到 基 
点 zo; 对 n 关 0, p 分 别 把 与 x 轴 , y 轴 相 切 于 整数 点 的 圆周 B,,，A;, 同 胚 映 到 B， 
4 上 且 切 点 映 为 zo. 则 p 是 覆 针 映射 

令 f:I 一 马 为 f(s) = (s0), 沿 z 轴 从 原点 (0, 0) 到 (1 0) 的 道路 ; 5 :I 一 蕊 
为 5(s) = (0,s), 沿 y 轴 从 原点 (0, 0) 到 (0, 1) 的 道路 . 设 f=pof,g=po5, 则 
访 9 分 别 是 X 中 以 zo 为 基点 的 绕 圆周 4, 妃 的 回路 . 下 面 证 明 : f x gx gx 户 从 
而 [f] * [9] # [9] * [A]. 

f*9 提升 为 沿 x 轴 从 (0, 0) 到 (1, 0), 再 从 (1, 0) 沿 Bi 走 一 圈 到 (1, 0). gx 
提升 为 沿 y 轴 从 (0, 0) 到 (0, 1), 再 从 (0, 1) 沿 41 走 一 圈 到 (0, 1). 由 于 这 两 提升 
后 的 道路 终点 不 同 , 由 定理 6.2.2，f *g Xp gx*f. 


6.4.1 计算 “实心 环 ”SI1 x B? 和 积 空间 SI x S? 的 基本 群 . 
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6.4.2 设 久 是 B? 中 把 S! 中 的 每 一 点 x 和 它 的 对 径 点 -z 黏合 所 得 到 的 商 空间 . 证 
明 : X 同 胚 于 射影 平面 已 

6.4.3 (Borsuk-Ulam 定理 ) (1) 不 存在 连续 映射 f : S2 一 S1, 使 得 对 任意 zx e S2 有 
ee 

(2) 车 9 : S? 一 R? 是 一 连续 映射 , 则 存在 ze S?, 使 得 g(x) = g( 一 2). 


6.5 三 个 著名 定理 的 证 明 


本 节 利 用 基本 群 的 理论 来 证 明代 数 与 几何 中 三 个 经 典 的 著名 定理 : 一 是 代数 
基本 定理 , 二 是 Jordan 曲线 定理 , 三 是 Brouwer 区 域 不 变性 定理 . 

代数 基本 定理 有 很 多 的 证 明 方 法 , 如 代数 方法 、 复 变 函 数 的 方法 都 可 给 出 证 明 ， 
在 第 7 章 将 借助 反 函 数 定理 证 明 , 本 节 通 过 代数 拓扑 的 方法 证 明 . 

用 C 表示 全 体 复数 的 集合 . 

定理 6.5.1 (代数 基本 定理 , 1799) 复 系数 的 n (> 0) 次 方程 


Tan iT lar+ao=0 (6.5.1) 


至 少 有 一 个 ( 实 或 复 的 ) 根 . 

证 明 定义 :Si 一 Si 为 f(z)=z", zeEC. 取 定 bo= (1,0)eSl. 

(1) 诱导 同 态 六 : ri(S1,b0) 一 xi(S1,bo) 是 单 射 . 

S$! 中 的 标准 回路 po : I 一 S1 定义 为 po(s) = (cos2rs,sin2rs). 它 在 下 的 
像 是 回路 fo(s) = (cos2nms,sin2nxs). pp，o 分 别提 升 为 覆 登 空间 R 中 以 0 为 起 
点 的 道路 jo(s) = s 和 fo(s) = ns, 所 以 在 提升 对 应 下 ，po 对 应 着 整数 1，f0 对 应 
着 整数 n, 因而 fi 将 无 限 循环 群 mi(S1,b0) 的 生成 元 映 成 自身 的 ” 倍 , 从 而 有 是 
单 射 . 

定义 映射 9 :8S1 一 R? 一 {0} 为 g(z) = z". 

(2) 9 不 是 零 伦 的 . 

设 内 射 j : S! 一 R?2 一 {0}, 则 g= jo J, 于 是 g, = 六 大 .由 推论 6.3.1 和 (1)， 
gx 是 单 射 , 于 是 g 不 是 零 同 态 . 再 由 引 理 6.3.3, 9 不 是 零 伦 的 . 

(3) 若 方程 (6.5.1) 满足 条 件 : 


arill + lan-2ll + + arll + llaoll < 1, 


则 它 在 B? 中 有 一 个 根 . 
假设 方程 (6.5.1) 在 B? 中 没有 根 , 于 是 可 定义 映射 h: B? -了 2 - {0} 为 


h(z) = z" 十 Qn_12" 1 十 :十 G1Z 二 ao: 


6.5 三 个 著名 定理 的 证 明 1607: 


设 1 = hlsi, 则 h 是 1 的 连续 扩张 , 由 引 理 6.3.3, 1 是 零 伦 的 ， 另 一 方面 , 定义 
:Sl1xI 一 R? 一 {10} 为 
F(z,t) = 2 +t(an_ 12 1 + 二 + az a0). 
由 于 
PC 2 2" tan12" 十 二 az 十 aol 
>1-—t(anill+:… + lell + llaoll) > 0， 


所 以 定义 是 确切 的 , 从 而 1 之 g, 于 是 g 也 是 零 伦 的 , 与 (2) 矛盾 . 
定理 的 证 明 . 待定 实数 c > 0, 对 方程 (6.5.1) 作 变 换 x = cy, 得 


(cg + an_i(cy)" +++ ai(cy) +ao = 0, (6.5.2) 
即 
i 
c C C 
取 e 足够 大 , 使 得 
Qm 一 1 Q1 Q0 
+… 二 | -+ 了 | < 1 
c c 


由 (3), 则 方程 (6.5.2) 有 根 y = yo, 从 而 方程 (6.5.1) 有 根 zo = cyo. 

本 节 要 证 明 的 第 二 个 主要 结果 是 Jordan 曲线 定理 . 与 单位 闭 区 间 了 I 同 胚 的 空 
间 称 为 简单 曲线 或 弧 , 与 S! 同 胚 的 空间 称 为 简单 闭 曲 线 . 1887 年 , C. Jordan (法 ， 
1838~1922) 在 他 出 版 的 著名 教材 《分 析 教 程 》(Cours d’analyse) 中 提出 了 平面 上 
的 一 个 曲线 定理 , 现在 称 为 Jordan 曲线 定理 , Jordan 及 随后 的 一 些 数学 家 给 出 了 
不 正确 的 证 明 . 第 一 个 正确 的 证 明 是 1905 年 O. Veblen ( 美 , 1880~1960) 得 到 的 . 
早期 的 证 明 是 很 复杂 的 , 在 这 里 介绍 利用 基本 群 理论 得 出 的 较 简 单 的 证 明 . 

先 回忆 关于 R? 连通 性 的 基本 事实 (见习 题 6.5.1): 若 U 是 R? 的 开 集 G 的 连 
通 分 支 , 则 U 是 R? 的 道路 连通 的 开 子 集 且 97n G = 8%. 

引 理 6.5.1 设 焉 是 及 2 中 的 有 界 闭 集 , 4 是 下 的 收缩 核 . 车 9F c A, 则 
F=Ah. 

证 明 车厂 头 4, 取 定 zo Ee 一 4, 不妨 设 xo0 = (0,0) € R?, 且 忆 Cint(B2). 
令 7: 厂 一 4 是 收缩 映射 . 定义 g:B? 一 BB? 为 


ee | r(x), wz ED, 


2 ZE 了 B2 一 王 . 


由 于 FNnB?2 一 = 9F CA, 所 以 gq 是 确切 定义 的 , 且 由 粘 接 引 理 , g 连续 . 因为 每 
个 q(x) 关 0, 定义 j:B? 一 S! 使 得 g(x) = q(x)/llaq(2z) 咱 则 & 是 收缩 映射 , 这 与 定理 
6.3.1 矛盾 . 
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引 理 6.5.2 设 U 是 R? 的 有 界 子 集 , 4 是 R? 中 的 一 条 简单 曲线 . 若 0U C 4， 
则 Tc 4. 

证 明 因为 4 是 正规 空间 UU 4 的 闭 子 集 , 由 Tietze 扩张 定理 , 恒 等 映 射 
i: 4 一 4 有 连续 扩张 r+ :UUA4 一 4, 于 是 4 是 有 界 集合 立 uU4 的 收缩 核 , 且 
ao(UVUA)COU0U0A4ACOUUACA4, 由 引 理 6.5.1, UUA= 4, 所 以 UcAhA. 

定理 6.5.2 ”如果 4 是 R? 中 的 一 条 简单 曲线 , 则 R? - 4 是 连通 的 . 

证 明 由 于 4 是 R? 的 紧 子 空间 , 所 以 4 是 有 界 闭 集 , 于 是 R? - 4 有 且 仅 有 
一 个 无 界 的 连通 分 支 . 如 果 RR? - 4 不 连通 , 则 它 有 一 个 有 界 的 连通 分 支 0, 于 是 
9U C 4, 再 由 引 理 6.5.2, UC 4, 矛盾 . 

上 述 定理 可 简 述 为 : 简单 曲线 不 能 分 割 平面 . 

引 理 6.5.3 设 J 是 R? 中 的 一 条 简单 闭 曲线 . 如 果 了 2 - 7y 至 少 有 两 个 连通 分 
支 , 则 每 个 连通 分 支 都 以 J 为 边界 . 

证 明 设 U 是 R? 一 J 的 连通 分 支 , 则 8U0UcCJ. 设 ieJ 且 W 是 z 在 R? 的 
邻 域 , 要 证 WN68U 了 @. 由 于 .7 同 胚 于 S1, 存在 同 胚 81 :TI 一 万, 62 : 工 一 有, 满足 


J= 人 Up, N= {6(0),6(1))}, 


B1(0) = B2(0), B81(1)= 62(1), HCW. 


取 定 ye U, 并 在 R? 一 J 的 某 异 于 U 的 连通 分 支 中 取 定 点 z. 由 定理 6.5.2, R?2 一 .及 
是 连通 的 , 于 是 R? -- 到 中 存在 从 y 到 z 的 一 条 道路 a. 如 果 a(Dnmar = C, 由 于 
aU =U-UV, 所 以 a(DN(V-UV)= 98, 于 是 a(]) C(R?-0DUUV, 而 RR?-UVU 和 U 是 
不 相交 的 开 集 , 且 > € R? -了 ye U, 这 与 a(D 的 连通 性 矛盾 . 从 而 , c(Dmar 关 %. 
由 于 7 CjJ 且 am 四 nm = 8%, 于 是 &g 
Qa(DNeU CcCW, 所 以 WNoU 关 8@. 故 0U=J. 


引 理 6.5.4 令 下 =[-112 C R?. 设 h,9: 
[1,1] 一 了 为 两 个 连续 映射 , 满足 


6.5.1 


则 ([=1,1]) Nog(-1,1]) 8%. 

引 理 的 几何 直观 见 图 6.5.1. 

证 明 对 ;=12, 设 7 为 下 到 第 ;个 坐标 空间 的 投射 . 令 hh; = pioh, gi = piog. 
对 每 个 (s,t) Ee 也 , 令 m(s,t) = max{|hi(s) 一 91(t)|，|hz(s) -0 的 上 若 引 理 不 成 立 ， 
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则 mm(s 必 夭 0. 定义 映射 上 :五 一 9F 为 
1(t)— hi(s) h2(s)— g2(t 
Ke 一 人 en ,). 

则 大 连续 , 并 且 V xe 90F, k(x) 关 zx. 事实 上 , 因为 vte [|-1,1], 由 于 hi(-1)= 
所 以 g(t) 一 hi( 一 1) = gq1(t)+1 之 0, 于 是 (一 1, 引 关 ( 一 1, 四 .类似 可 证 , (1,t) 冯 (1， 
以 及 Vs € [1,1], k(s, 一 1) 关 (s, 一 1), k(s,1) 关 (s 1 另 一 方面 , 由 于 F 同 胚 于 
2, 由 Brouwer 不 动 点 定理 ( 见 定理 6.3.4),〖 存在 不 动 点 , 矛盾 . 

定理 6.5.3 (Jordan 曲线 定理 , 1887) 若 J 是 平面 R? 中 的 一 条 简单 闭 曲线 ， 
则 R? -J 了 恰 有 两 个 连通 分 支 且 每 个 连通 分 支 的 边界 都 是 了/. 

证 明 设 a,be J 使 ja 一 串 = diamJ.， 不 妨 设 a = (-1,0), 5 = (10) 且 

V (zi,z2)EJ 有 |zi|<1, lrz|<1 令 FF=[-1,1]>, 则 JCF 有 JNOF= {a,b)}, 
见 图 6.5.2. 


由 于 J 同 胚 于 S!, 故 可 定义 同 豚 oi :I 一 厂 ，ao : 工 一 见 , 使 得 J=hiU 大 
且 刀 Nn 有 = fa, 中. 令 W= (0,1), $= (0, 一 1). 由 引 理 6.5.4, 从 NN 到 5 的 直线 段 
N53 与 1, 都 有 交点 且 这 两 个 交点 不 同 , 所 以 存在 H = (0,yn), = (0,yr) E 忆 
其 中 

yn = max{y € |-1,1]:(0,y) € 7}, yr= min{y€|-1,1]:(0,y) € 7}, 

则 一 1 < wr <wyp<1. 不 妨 设 五 e 厂 . 如 果 Le 厂 , 则 NE, 沿 三 从 五 到 工 的 
简单 曲线 及 55 三 者 之 并 是 一 条 连接 N 与 5 的 简单 曲线 , 它 与 .不 交 , 这 与 引 理 
6.5.4 矛盾 , 所 以 Le 力 . 

令 T=(0,yr),V= (0,yv), 其 中 


yr = min{y > yr :(0,9) EEN} yy =max{y < yr:(0,y) € 上 
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当 万 = 了 时 , 令 有 T={7T}; 当 五 7T 时 , 令 7T 为 沿 .h 连 接 五 与 7 的 一 条 简 
单 曲线 ; 类 似 可 在 .有 上 定义 VL. 此外, 记 线 段 TV 的 中 点 为 P. 

(1) PP 不 属于 R? - J 的 无 界 的 连通 分 支 

车 不 然 , 设 P 属于 R? - J 的 无 界 的 连通 分 支 , 则 存在 R? 一 J 中 的 一 条 道路 7 
连接 P 与 点 (0, 一 2). 令 


to=max{t El:y(t) Er}, K=7Y(to)= (vk, Yk), 


则 KE 8F. 由 于 KK4J 故 yx 关 0, 不 妨 设 yr <0. 记 PK=7(I0,to]). 当 K=5 
时 , 令 KE5 = {K); 当 玉 关 5 时 , 记 c= (1, 一 1), d= (-1, 一 1), 在 折线 a4UWeU 厂 
中 有 一 条 不 通过 wb 两 点 的 简单 曲线 连接 K 与 5, 记 作 天 5, 那么 


NHUHTUTPUPRUKS 


是 五 中 连接 NN 与 5 的 一 条 简单 曲线 , 它 与 及 不 交 , 这 与 引 理 6.5.4 矛盾 . 

(2) R? 一 J 至 多 有 两 个 连通 分 支 . 

若 不 然 , 设 W 是 R? - J 的 有 界 的 连通 分 支 上 且 P ¢4 W, 那么 W Cc F. 由 
引 理 6.5.3, a,b < 9W， 考 虑 简单 曲线 N5 = NH UHTUTVUVLULS, 由 于 
a,b 9 N5, 且 NS 是 闭 集 , 存在 => 0, 使 B(a,e)jnN5=@, BesInN5=C. 取 
定 zi EWNB(a,e), z2E WNMB(b,e), 设 5 是 W 中 从 zi 到 zz 的 一 条 道路 , 则 厂 
中 从 a 到 的 一 条 简单 曲线 az7U 6(1) U zo5 与 NS 不 交 , 这 与 引 理 6.5.4 矛盾 . 

由 (1) 和 (2), R? 一 J 恰 有 两 个 连通 分 支 . 再 由 引 理 6.5.3, 每 个 连通 分 支 都 以 
. 为 边界 . 

Jordan 曲线 定理 具有 球面 的 叙述 形式 (见习 题 6.5.2): 设 C 是 球面 S? 中 的 一 
条 简单 闭 曲线 , 则 S? - C 恰 有 两 个 连通 分 支 且 每 个 连通 分 支 的 边界 都 是 C. 在 证 
明 “ 区 域 不 变性 ”定理 时 将 引用 这 一 定理 . Jordan 曲线 定理 的 一 再 推广 正 是 代数 拓 
扑 学 发 展 中 的 重要 闪光 点 之 一 . 

1912 年 , L. E. J. Brouwer ( 荷 , 1881~1966) 证 明了 “区 域 不 变性 ”定理 : 设 U 
是 R" 中 的 任意 开 集 , 如 果 f :U 一 R” 是 连续 单 射 , 那么 f(U) 是 R" 中 的 开 集 , 并 
且 反 函数 f-1: F(D) 一 U 连续 . 

下 面 介绍 R? 时 的 证 明 . 

引 理 6.5.5 (Borsuk 同 伦 扩 张 定理 , 1937) 设 4 是 空间 X 的 闭 子 空间 , Y 是 
R" 的 开 子 空间 , 且 映 射 f : 4 一 Y 连续 . 如 果 X x I 是 正规 空间 , 且 f 是 零 伦 的 ， 
则 f 有 零 伦 的 扩张 g: XX 一 Y. 

证 明 设 下 :4xI 一 YY 满足 /之 eu, 先 把 F 连续 扩张 到 XX xI 的 闭 子 空间 
(4x 了 DiU(CX xf 上 , 使 得 F(X x {1}) = {yo}, 再 由 Tietze 扩张 定理 , 记 可 连续 
扩张 为 G: XxI— RR". 


6.5 三 个 著名 定理 的 证 明 A 


令 U=G-1(Y), 则 U 是 XxI 的 开 集 且 (4x 了 U(Xx {1}))cU. 由 I 的 紧 
性 及 管 形 引 理 ( 见 引 理 3.6.3), 存在 X 中 包含 4 的 开 集 W, 使 得 WxIcU. 由 
X 的 正规 性 , 存在 连续 映射 p : X 一 L 使 得 po(4) c {0}, p(X 一 W) c {1}. 定义 
9: 革 一 了 为 g(x) = G(x,y(7z)), 则 g 是 了 的 连续 扩张 . 再 定义 瑟 :XXxI 一 了 为 
H(z,t) = G(z, (1 — tp(z) +), 则 g 2 ey,. 

1975 年 , K. Morita (日 , 1915~1995) 和 M. Starbird 独立 地 证 明了 Borsuk 同 伦 
扩张 定理 中 ，X x 工 是 正规 空间 的 条 件 可 减弱 为 设 X 是 正规 空间 口 . 

引 理 6.5.6 (Borsuk 引 理 ) 设 4 是 紧 空 间 , a,be S82, 且 ff:A4-S?— f{a,b} 
是 连续 单 射 . 如 果 了 是 零 伦 的 , 则 a,b 属于 S? - f(4) 的 同一 个 连通 分 支 上 . 

证 明 因为 f(4) 同 胚 于 4 且 f 是 零 伦 的 , 所 以 内 射 了: f(A) 一 S? 一 {a,} 
也 是 零 伦 的 . 因而 , 不 妨 设 f 是 内 射 , 进而 视 S? 为 R? 的 单 点 紧 化 R2U {oo}. 设 
a= (0,0) = 0, b= co, 则 引 理 可 重 述 为 : 设 4 是 R? - {0} 的 紧 子 空间 , 如 果 内 射 
j: 4 一 RR? 一 {0} 是 零 伦 的 , 那么 0 属于 R? - 4 的 无 界 的 连通 分 支 . 

若 不 然 , 设 C 是 R? - 4 的 包含 0 的 a . 
有 界 的 连通 分 支 , D 是 R? 一 A 的 其 他 连通 
分 支 之 并 , 则 D 含有 无 界 连通 分 支 ，C, D 
是 R? 的 不 相交 的 开 集 且 R2 -4 = CUD， 
见 图 6.5.3. 因为 了 : 4 一 R? - {0} 是 零 
伦 的 , 由 同 伦 扩张 定理 , ; 有 连续 扩张 : 
CU4 一 及? 一 {0}. 定义 h: R? 一 R?2 一 {0}, 
使 得 由 cua = 及 且 hlp 是 恒 等 映 射 . 由 
粘 接 引 理 , h 是 连续 的 . 设 B 是 R? 的 以 a 
0 为 球 心 、R 为 半径 的 闭 球体 , 且 CUA c 
B?. 定义 7:B 一 9B 为 r(x) = RA(z)/h(z) 川 , 则 > 是 收缩 , 与 定理 6.3.1 矛盾 . 

定理 6.5.4 (区 域 不 变性 定理 , 1912) 如果 U 是 平面 R? 的 开 集 , f : U 一 RR? 
是 连续 单 射 , 则 f(U) 是 R? 的 开 集 , 有 旦 反 函 数 广 !: FID) 一 UV 连续 . 

证 明 由 于 可 视 R? 为 S? 的 开 子 空间 , 所 以 只 需 证 明 : 如 果 U 是 S? 的 开 集 ， 
f :U 一 S? 是 连续 单 射 , 则 f(U) 是 $2 的 开 集 , 且 反 函数 连续 . 

(1) 如 果 R? 的 闭 球体 B 含 于 U 中 , 那么 S? - f(B) 是 连通 的 . 

对 a,be S2 一 了 (B), 因为 恒 等 映射 i: B 一 B 是 零 伦 的 , 所 以 


h=flp:B— SS — {a,0} 


是 零 伦 的 . 由 Borsuk 引 理 , a,b 属于 S? - hn(B) = S? - f(B) 的 同一 个 连通 分 支 . 
(2) 如 果 R? 的 闭 球 体 B 含 于 UV 中, 那么 f(B°) 是 $2 的 开 集 . 
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令 C=f(9B), 则 C 是 8? 的 一 条 简单 闭 曲线 . 由 Jordan 曲线 定理 , S2- C 恰 有 
两 个 连通 分 支 , 设 为 V, W, 且 连 通 集 f(B°) CV, 见 图 6.5.4. 下 面 证 明 了 = f(B?°). 
否则 , 取 定 ae Vf(B°), be W. 由 (1)，S? - f(B) 是 包含 a,b 的 连通 集 , 再 由 
SS? 一 f(B) CS2 - C, 于 是 a,b 属于 S$2 - C 的 同一 个 连通 分 支 中 , 矛盾. 故 f(B?) 
是 $2 的 开 集 . 


~ 


图 6.5.4 


定理 的 证 明 . 对 任意 含 于 UV 中 的 闭 球 体 B, 因为 f(B°) 是 S? 中 的 开 集 , 所 以 
f 是 开 上 映射, 从 而 f(U) 是 S2 中 的 开 集 , 并 且 广 ! 是 连续 的 . 


习 题 6.5 


6.5.1 车 U 是 平面 R? 的 开 集 G 的 连通 分 支 , 则 U 是 R? 的 道路 连通 的 开 子 集 且 
OUNG= 8. 

6.5.2 (Jordan 曲线 定理 ) 车 C 是 球面 S? 中 的 一 条 简单 闭 曲 线 , 则 S? - C 恰 有 两 个 连 
通 分 支 且 每 个 连通 分 支 的 边界 都 是 C. 


第 7 章 ” 流 形 的 家 入 


微分 拓扑 学 是 研究 可 微 流 形 在 微分 同 胚 下 的 不 变性 质 的 学 科 , 其 典型 的 问题 
有 [1: 

(1) 给 定 的 两 个 可 微 流 形 在 什么 条 件 下 是 微分 同 胚 的 ? 

(2) 某 一 给 定 的 可 微 流 形 是 另 一 个 可 微 的 有 边 流 形 的 边 吗 ? 

(3) 某 一 给 定 的 可 微 流 形 是 可 平行 化 的 吗 ? 

所 有 这 些 问 题 的 牵涉 面 都 超过 流 形 的 拓扑 学 , 但 它们 并 不 属于 通常 总 是 带 有 附 
加 结构 (如 联络 或 度量 ) 的 微分 几何 . 这 一 课题 最 有 力 的 工具 来 自 代 数 拓扑 学 . 特 
别 , 示 性 类 论 是 最 重要 的 ; 据 此 , 从 流 形 M 过 渡 到 它 的 切 从 , 从 而 又 过 渡 到 M 的 
某 些 依 赖 于 这 个 从 的 上 同调 类 . 纤维 从 理论 的 建立 是 代数 拓扑 学 和 微分 拓扑 学 发 
展 中 最 重要 和 最 精彩 的 事件 , 示 性 类 理论 在 现代 数学 的 许多 重大 领域 显示 出 深刻 的 
应 用 . 

作为 基本 知识 的 介绍 和 一 般 拓扑 学 在 微分 流 形 中 的 一 些 应 用 , 本 章 的 内 容 并 不 
涉及 代数 拓扑 学 , 其 目的 仅 在 于 说 明 可 微 n 维 流 形 总 能 够 嵌入 欧 氏 空间 及 22"+1 作 
为 其 闭 子 集 的 Whitney 定理 [12. 


7.1 及 函数 定理 


反 函 数 定 理 是 微分 流 形 概念 的 基石 , 它 与 Brouwer 区 域 不 变性 定理 ( 见 定 理 
6.5.4) 密切 相关 . 
先 回忆 多 元 函数 微分 的 概念 . 对 z = (x1,7x2,… ,zn) € 了" 定义 


上 zl 一 V 于 十 玉 十 十 2 


加 = mp {eil}, 


0 = (0,0,... ,0) e R". 


设 G 是 R" 中 的 开 集 , 函数 f :G 一 RR™m. 称 f 在 aeG 可 微 , 如 果 存 在 mxn 
矩阵 4, 满足 


0 ZE 有 Rn， 
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即 f(a 十 x) 一 了 f(a) 一 Ax=oll|zx|). 记 Df(a) = 4 为 f 在 a 的 微分 . 对 正 整数 7, 若 
f 在 G 的 每 一 点 是 7 阶 连续 可 微 , 则 称 f 在 G 上 是 C" 映射 . 特别 提醒 , 当 论 及 
C" 映射 时 , 总 规定 re Z+. 

引 理 7.1.1 若 4;:R" 一 了 "是 可 逆 的 线性 映射 , 则 存在 正 实数 ,使 得 


14zl > plzl, VzeR”. 


证 明 因为 4 是 可 逆 的 , 所 以 4z = 0 心 zx = 0. 由 于 | 4zl| 是 x 的 连续 函数 ， 
所 以 它 在 球面 5 = {€ € R" :| = 1} 上 取得 最 小 值 . 让 /= inf{l4zl : zs 5}, 则 
实数 /> 0. 对 每 个 ze R", 车 x 关 0, 那么 


|: i 1)| sl 


上 式 对 x = 0 也 成 立 . 
引 理 7.1.2 设 G 是 RR" 中 的 开 集 f:G 一 R" 是 C7 映射 . 
(1) 对 ae G, 如 果 Df(a) = 4 是 可 逆 的 线性 映射 , 那么 存在 a 在 G 中 的 开 邻 
域 UV 和正 实 数 v, 使 得 f(x) 一 f(z) 省 z vz 一 zw, VY zx,z EU. 从 而 , flv 是 单 射 . 
(2) 如 果 Y ze G, Df(z) 可 逆 , 则 f(G) 是 R* 中 的 开 集 . 
证 明 (1) 记 yp(z)==x 一 A71f(z), 则 
Dy(z) =I—- A Df(z), Dy(a)=0, 


其 中 工 是 n 阶 单位 方 阵 . 因而 存在 a 的 开 邻 域 VC G, 使 得 在 UV 上 |Dy(z)|| < 
p<1, 其 中 p= 1/2. 于 是 Vzz EU, 有 


|e2lz) — (oN < ol 一 2 
因为 
f(x) = A(x’ — p(7)), f(z)= A(z— yp(7)), 
由 引 理 7.1.1, 存在 正 实数 Jj 和 v= (1 一 p), 满足 
f(x) — f(7)N = A(x’ — vp(2) — (x — wp(2)))| 
>>H — pz) — (2 — op(2)) 
> u(x — zl — lp(z) 一 2 
> 4(1 一 plz 一 2 


一 zz 一 2|. 


7.1 及 函数 定理 ee ds 


(2) va e G, 由 (1), 存在 a 的 开 邻 域 Uc G, 使 得 flv 是 单 射 . 取 实 数 和 > 0， 
使 得 B= {zeR"*:|z—al<A}cU. 

令 S={reR":|z-al=N), 则 vzes, f(x) #¥ f(a). 

令 上 =inf{fllj(z -aol:zeS 则 “>0. 

令 5= f(a), W = {yeR":|y 一 加 <w/2}, 则 W 是 b 的 开 令 域 

下 证 WcCf(G).vyeW,vrxes, 

[f(z) — yz fz) — fo -ly fo > 天 一 了 = 7 

于 是 


|) -gl > > 1f(0) — yl. 


着 定义 沙 :U 一 展 为 w(z) = 上 f(z) 一 vl, 则 在 5 上 yw(z) >w(a). 这 表明 在 B 
上 的 最 小 值 只 能 在 B 内 部 的 某 点 c 取得 , 从 而 


即 


其 中 f= ( 凡 , fo,… , 力 ). 因为 Jacobi 行列 式 


ee A 


化 


所 以 
方 (oj =Y;, j=1,2,.…,n, 

即 y= jos f(G). 从 而 W < f(G). 

定义 7.1.1 设 G 是 R" 中 的 开 集 ，f:G 一 R"* 是 Cr 映射 . 如 果 五 = f(G) 
是 R" 中 的 开 和 集 , 且 存在 C” 映射 h :五 一 R", 满足 hof = ic foh=ig, 则 称 
f:G 一 瑟 是 C7 同 胚 映射 ,hh 是 f 的 C0" 道 映 射 . C” 同 胚 统 称 为 微分 同 胚 . 若 对 
每 个 r> 1 /是 Cr" 同 胚 , 则 称 是 Ce 同 胚 , 常 称 为 光滑 同 胚 . 

定理 7.1.1 ( 反 函 数 定理 ) 设 Q 是 R" 中 的 开 集 , f : 8 一 R" 是 Cr 映射 ， 
a € Q. 如 果 Df(a) 可 道 , 则 存在 a 的 开 邻 域 Uc 8 和 b= f(a) 的 开 邻 域 V, 使 得 
flv:U 一 V 是 C" 同 胚 . 

证 明 取 定 a 的 开 邻 域 G c Q, 使 得 det(Df(x)) 和 0 YzeG. 再 取 a 的 开 邻 
域 Vc G 和 正 实 数 > 如 引 理 7.1.2 所 述 , 则 

(1) flv 是 单 射 ; 
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(2)V = JAD) 是 b= f(a) 的 开 邻 域 . 
下 面 证 明 
(3) g= (flv)-!:V 一 UV 是 C" 映射 . 
首先 , 将 z= g(y), z = gy 十 代入 引 理 7.1.2 的 (1) 中 的 不 等 式 , 得 
oly+7) — oD Nn vy,yt+neV. 
所 以 9 连续 . 
记 4 =Df(g(y)), 那么 
n7— A(g(y+”7)— 9g9(y))= f(g(y + 7))— f(g9(y)) — Al(g(y + 7) — g(Y)) 
=o(llg(y + ”7) — 9(W|) = olllnl). 


由 此 得 到 


gy +n) — gy) — A n= ol|nl)). 
从 而 9 是 可 微 的 , 并 且 Dg(y) = (Df(g(y)))-!. 由 于 方 阵 取 逆 的 运算 是 连续 可 微 的 ， 
f 是 Cr 的 , 且 9 是 连续 的 , 所 以 9 是 C1 映射 . 
对 7>1 的 情形 , 还 需 判 断 g 的 有 阶 连 续 可 微 性 , 1 < 大 入. 事实 上 ,从 Df 和 
9 的 一 1 阶 连续 可 微 性 , 可 推断 


Dg(y) = (Df(g())) 


的 一 1 阶 连续 可 微 性 . 因此 , 9 是 阶 连续 可 微 的 . 

反 函 数 定理 也 称 为 逆 函 数 定理 . 下 面 简要 说 明 反 函数 定理 的 拓扑 意义 . 

定义 7.1.2 设 G 是 R" 中 的 开 集 , f :G 一 R" 是 Cr 映射 ,a e G. 如 果 存 在 
a 的 开 邻 域 UC G 和 b= f(a) 的 开 邻 域 V, 使 得 flv :也 一 下 是 Cr 同 胚 , 则 称 f 
在 a (点 邻近 ) 是 局 部 C" 同 胚 . 若 VaeG, ff:G 一 R" 在 a 是 局 部 C7 同 胚 的 ， 
则 称 f 是 局 部 C” 同 胚 . 类 似 定 义 , 局 部 微分 同 胚 , 局 部 光滑 同 胚 . 

反 函 数 定理 的 拓扑 意义 : f 是 C" 映射 , Df(a) 可 道 > f 在 a 是 局 部 Cr 
同 胚 的 . 

定理 6.5.1 用 基本 群 的 方法 证 明了 代数 基本 定理 . 本 节 最 后 用 反 函 数 定理 说 明 
代数 基本 定理 的 一 个 证 明 思路 .由 反 函 数 定理 可 证 明 , ”次 复 系数 多 项 式 f(z) 定 
义 的 映射 f :C 一 C 是 开 映 射 , n > 1. 因为 lim | /al = %, 所 以 存在 5 > 0, 使 当 
zl5 时 有 f(z 省 > IF 记 天 ={zscC:llzlsg 切 ,那么 1 (在 天 上 的 最 
小 值 必 在 KK 内 某 点 e 取得 . 从 而 f(c) = 0. 否则 , f 将 c 点 的 一 个 开 邻 域 UV (Cc K) 
映 成 f(c) 的 开 邻 域 W, 所 以 存在 ze U 使 f(z)| < 中 f(o) 咱 这 与 外 /ol 的 最 小 值 
矛盾 , 见 图 7.1.1. 


7.2 可 微 映 射 人 


习 题 7.1 


7.1.1 设 G 是 及" 中 的 开 集 , f :G 一 RR” 是 单 射 和 Cr 映射 . 如 果 YVze G, Dj(z) 可 
逆 , 则 f 是 从 G 到 开 集 f(G) 的 C” 微分 同 胚 . 

7.1.2 ”定义 映射 1:C 一 {0} 一 C 一 {0} 为 f(z) = 2, VY z EC 一 {0}. 验证 : 

(1) VY x € G, Df(x) 可 道 ; 

(2) f 不 是 单 射 . 

7.1.3 ”利用 反 函 数 定理 , 证 明代 数 基本 定理 . 


7.2 可 微 映射 


R” 中 可 微 性 的 概念 可 以 推广 到 同时 具有 拓扑 结构 和 线性 代数 结构 的 一 些 空间 
类 . 在 欧 氏 空间 的 基础 上 , 人 们 希望 进一步 研究 “弯曲 ”空间 的 微分 学 . 像 球 面 8? 
这 样 的 几何 对 象 当然 不 能 有 整体 的 线性 结构 , 但 在 每 一 点 pe S? 的 邻近 能 引入 局 
部 坐标 


p:U— R?. 
于 是 对 函数 f : S? 一 有 R, 可 通过 函数 
fop :wp(U)—R 


来 讨论 p 点 邻近 的 可 微 性 , 见 图 7.2.1. 

同时 , 还 自然 希望 在 p 点 邻近 两 种 局 部 坐标 所 表示 的 可 微 性 是 一 致 的 ， 这 
就 要 求 局 部 坐标 之 间 具 有 一 定 的 相 容 性 ， 利 用 这 种 思想 ，1913 年 H. Weyl ( 德 ， 
1885~1955) 导入 微分 流 形 的 概念 . 
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定义 7.2.1 设 M 是 二 的 拓扑 空间 . (U,y) 称 为 M 的 (局 部 坐标 ) 图 卡 , 如 
果 U 是 M 的 开 集 , yp :U 一 R™ 是 开 的 拓扑 租 入 . 这 时 , yp 称 为 局 部 坐标 . 

M 的 两 个 图 卡 (U, yp), (V,w) 称 为 C” 相 容 的 , 如 果 以 下 之 一 成 立 : 

(UNV= 9%; 

(2) UNnV 关 %, 且 下 述 两 个 坐标 变换 都 是 Cr 映射 (图 7.2.2)， 


wop :pVUNV) = UNTV), 
po ly UNV) = op(UNV). 


M 的 一 族 图 卡 9 = {(U 由) 称 为 cr 图 汇 , 如 果 
(3) 9 中 各 图 卡 的 定义 域 之 集 覆 盖 M; 


7.2 可 微 映 射 . 179 . 


(4) 9 中 任 两 图 卡 是 C” 相 容 的 . 
C" 图 汇 9 称 为 极 大 的 , 如 果 它 还 满足 

(5) 若 图 卡 (V, vy) 与 9 中 各 图 卡 是 C7 相 容 的 , 则 (Vy) € 2. 

M 的 极 大 C" 图 汇 称 为 M 上 的 Cr 结构 . M 连同 给 定 的 Cr 结构 称 为 C” 流 
形 . Cr 流 形 统称 为 微分 流 形 . C° 流 形 称 为 拓扑 流 形 . Cee 流 形 称 为 光滑 流 形 . 称 流 
形 M 是 nn 维 的 , 若 M 的 每 一 点 都 有 邻 域 与 R* 的 某 个 开 集 同 胚 . 记 为 dimM = n. 

在 6.4 节 介 绍 的 曲面 是 二 维 流 形 . 

定理 7.2.1 设 M 是 空间. 若 9 是 M 上 的 C7 图 汇 , 则 存在 M 上 唯一 
的 包含 9 的 C" 结构 9*, 使 得 M 是 Cr 流 形 . 

证 明 设 9* 是 M 上 所 有 与 2 相 容 的 图 卡 组 成 的 集合 , 则 9* 2 9. 

(1) 9* 是 M 上 的 C7 图 汇 对 (Uy), (VV)eE9FG 且 UNV 尖 8, 若 ge 
Ww(UNnV), 取 pe UNV, 使 得 w(p) =g, 且 存在 (W,é6)e 9 使 pe W, 那么 


éop 1:yVNAW) — VNW) 
po 1:€WNU) 一 enD) 


都 是 C" 映射 , 于 是 
po l=(po€ ll)o(toy :yyVNWNV oS pVNWNUD) 


是 Cr 映射 . 所 以 pow-! 在 gq 点 邻近 是 Cr 映射 , 从 而 pow-! 是 Cr 映射 . 同 理 ， 
wowp-! 是 C7 映射 . 

(2) 9* 是 极 大 的 . 设 M 的 图 卡 (Zep) 与 9* 中 的 各 图 卡 是 Cr 相 容 的 , 而 9* 
中 的 图 卡 与 9 中 的 各 图 卡 是 C" 相 容 的 , 于 是 (U, yp) 与 9 中 的 各 图 卡 是 C" 相 容 
的 . 故 (De) € 2*. 

以 上 说 明 , 只 要 给 定 M 上 的 Cr 图 汇 , 就 可 断言 M 是 C" 流 形 . 

定义 7.2.2 设 M 是 n 维 C7 流 形 , 5 Cc M. 如 果 YVpe 5, 存在 M 的 图 卡 
(U, wp), 使 得 pe UV 且 yp(UNn5)= wp(D)N(R™ x {0)), 则 称 5 为 MM 的 m 维 正则 子 
流 形 . 适合 上 述 条 件 的 图 卡 (U, yp) 称 为 关于 子 流 形 5 的 正则 图 卡 . 

显然 , 上 述 子 流 形 5 本 身 是 C" 流 形 且 dim5 = m. 

设 m 维 C7 流 形 M 有 图 卡 (U,w), n 维 C7 流 形 N 有 图 卡 (V,w)， 构造 乘 
积 图 卡 (U x Vw x 少 , 其 中 定义 乘积 映射 p x:UxV 一 R”"xR" 为 px 
(Zz,y) 二 (Pp(7Z),V( 胃 ))， 显然, p x VV xV) = yp(U0) x yw(V) 是 Rt” 中 的 开 集 ， 
pxy:UxV 一 gp(0) xw(V) 是 同 胚 映射 , 其 逆 映 射 (yp x 力 开 = yp! xu 

设 (Ui,gi) (i=1,2) 是 M 的 C" 相 容 图 卡 , (Vi,wi) (i=1,2) 是 NN 的 C" 相 容 
图 卡 , 那么 (Ui x 全 ,Po Xx 加) 与 (V2 x ,wp2 Xr) 是 MxNN 的 C" 相 容 图 卡 . 
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定义 7.2.3 设 M，N 都 是 Cr 流 形 . 乘积 空间 M x N 赋予 上 述 方式 构造 的 
Cr 图 汇 , 这 样 定义 的 Cr 流 形 M x N 称 为 M 与 N 的 乘积 流 形 . 

设 M，N 都 是 Cr 流 形 ，f : M 一 NN 是 连续 映射 ,pe M. 分 别 取 M,N 的 图 
卡 (U, yp), (Vw), 使 pe U，f(p) eV. 不 妨 设 1(V) CV. 定义 


f=yYofop :yp(U) — YYV) 


称 为 在 p 点 邻近 的 局 部 表示 . 如 果 f 是 Cr 的 , 则 称 f 在 p 点 邻近 是 Cr 的 ; 如 
果 在 M 上 的 每 一 点 是 Cr 的 , 则 称 f 为 0 映射 . Cr 映射 统称 为 可 微 映射 . Ce 
映射 又 称 为 光滑 映射 . 

可 微 性 本 身 并 不 依赖 于 图 卡 的 选择 . 

如 果 f :M 一 入 是 双 射 , 并且 f 和 f-! 都 是 C7 映射 , 则 称 f 为 C" 同 胚 . Cr 
同 胚 统称 为 微分 同 肛 ，Cee 同 胚 又 称 为 光滑 同 胚 . 

设 M 和 AN 都 是 Cr 流 形 , U 是 M 中 的 开 集 , pe U. 如 果 映 射 /:U 一 入 是 
从 U 到 开 集 f(UV) CN 的 C" 同 胚 , 那么 称 f 在 p 点 是 局 部 C7” 同 胚 . 

关于 微分 流 形 的 一 个 基本 问题 03, 艾 ; 给 定 了 一 个 拓扑 流 形 , 其 上 是 否 存在 微分 
结构 ? 如 果 存 在 微分 结构 , 是 否 必定 唯一 ? 1960 年 , M. Kervaire 发 表 文章 构造 了 一 
个 10 维 的 拓扑 流 形 , 它 上 面 不 允许 任何 的 光滑 结构 ，1956 年 , J. Milnor 发 现 了 一 
个 7 维 微分 流 形 , 它 拓 扑 同 胚 于 通常 的 7 维 球面 , 但 是 并 不 微分 同 胚 于 带 上 通常 微 
分 结构 的 7 维 球面 . Milnor 的 怪 球面 是 20 世纪 50 年 代数 学 中 最 出 人 意料 的 成 就 . 

定义 7.2.4 设 M,N 分 别 是 m 维 , n 维 07 流 形 ，f:M 一 NN 是 Cr 映射 ， 
pE M. 选择 M,N 的 图 卡 (U, wp) 和 (V, 罗 ), 满足 pe U，f(U) CV. 作 局 部 表示 


f=yofop :yo(U) — yy(V). 


考察 f 在 p(p) 点 的 微分 ( 即 Jacobi 矩阵 ) 的 秩 rank(D 有 wey), 则 该 秩 不 依赖 于 图 
卡 的 选择 , 称 其 为 f 在 p 的 秩 , 记 为 Tankpy . 

(1) 如 果 m < nrankyf = m, 则 称 f 在 p 点 是 浸入 . 如 果 f 在 M 的 每 一 点 是 
浸入 , 则 称 f 是 浸入 映射 . 

(2) 如 果 m Zn, rankyf = mW 则 称 f 在 p 点 是 淹没 . 如 果 f 在 M 的 每 一 点 是 
淹没 , 则 称 f 是 海 没 映射 . 

由 反 函 数 定理 , 如 果 m = n= rankpf, 那么 f 在 pb 点 是 局 部 C7 同 胚 的 . 如 果 
m < n, 则 下 述 定义 的 放 入 映射 是 浸入 映射 : 


了 : R”™ 2 R”™ x 人 展区 和 二 RR” 


(ZT1,* ,Tm) Fr (2Z1) 1 , Tm; 0,* ,0). 


7.2 可 微 映 射 .TST， 


如 果 m > mw 下 述 定义 的 投影 映射 是 淹没 映射 : 
7 :R™ = R” x RY”— RR" 
(Z1) ;Tn Tntl, 了 3 (Z1) 5 

下 面 介绍 浸入 与 淹没 的 简单 局 部 表示 . 为 了 方便 起 见 , 简 记 n 阶 单位 方 阵 为 
天 二 

引 理 7.2.1 (浸入 的 典范 局 部 表示 ) 设 M,N 分 别 是 m 维 , n 维 Cr 流 形 . 若 
f : M 一 NN 在 点 pe M 是 浸入 , 则 分 别 存在 p, q = jp) 点 的 图 卡 (U, wp), (V, 罗 )， 
使 得 

f(UV)ECV, vp)=0, vq)=0, f=vVofop = jy 

其 中 j : R™ 一 Rm x Rm = R"” 是 放 入 映射 . 

证 明 首先 分 别 选取 点 p, 9 的 图 卡 (i, yp) 和 (Vi, 如), 满足 

f(UV1) ECV, wp(p)=0, wi(g)=0. 


不 妨 设 局 部 表示 及 =wiofowp-! 在 yp(p) =0 点 的 微分 


DA(0) = ( pn ) | 


其 中 det Ajxm 关 0. 令 下 : p( 厂 ) x RR*-m 一 RR? 为 (x,y) == 及 (z) 十 (0,y), 那么 


Anm, mm 0 
DF(0,0) = ( | 


米 ee 


所 以 是 从 (0,0) 点 的 某 个 开 邻 域 Hc vy 


yp(1)xR"-"m 到 RRR” 中 的 开 集 G c wi(Vi) | | 
的 微分 同 胚 . 记 V = Wi!1(G) Cc Vi, UV = 5 
Nf EON =G=FD. 一 ”> wl | 人 From 
又 因为 Foj(x) = F(x,0) = 及 (x), 所 以 
有 如 图 7.2.3 所 示 的 交换 图 . Nd 
取消 二-1ow, 则 图 卡 (Up), (WV; 如) A 
及 局 部 坐标 表示 f = wo。 fo。w-! 具有 如 图 7.2.3 


下 性 质 : Y ze 2f(D)， 


f(z)=Yof op (zr)= PF!loyofop (rz)= Fo f(s) = j(2), 
即 f= wof op = jlyw). 


. 182 . 第 7 章 流 形 的 嵌入 


引 理 7.2.2 (淹没 的 典范 局 部 表示 ) 设 M,N 分 别 是 m 维 , n 维 Cr 流 形 . 若 
f : Ad 一 和 在 点 p€EM 是 淹没 ， 则 分 别 存在 p, 4 二 f(p) 点 的 图 卡 (U, yp), (V, »), 
使 得 

f(U)CV, vp)=0, v9)=0, f=yYofop = yw), 

其 中 :RR"™ = 及 ”xx 有 mm- 一 民 ” 是 投影 映射 . 

证 明 分 别 选取 点 p, g 的 图 卡 (Con 和 (到 妇 ,满足 

f(Ui) CV, wi(p)=0, vw(g)=0. 

不 妨 设 局 部 表示 所 = 由 o fo wi! 在 pi(p) =0 点 的 微分 


DA(0) = ( a ) 


》 
NXMm 


2 nNn<i<m, 
则 
f oe Anxn * 
OP pro=( 站 AN 
下 yp 
| . | 所 以 存在 0 在 R” 中 的 开 邻 域 G c wp1(U1), 使 
p= Foy pi( 


0 一 一 > WW 得 是 从 G 到 Rm 中 某 个 包含 0 点 的 开 集 
| 5 HH 的 微分 同 胚 ， 记 UV = p71(G) c 4， 由 于 
ro 已 = 万, 所 以 有 如 图 7.2.4 所 示 的 交换 图 . 
2 记 p = 五 op, 则 图 卡 (Uw) 和 (V, 办 ,使 
OR 得 / 的 局 部 表示 具有 以 下 形式 : 
f=vyofowp-! =wofopi'oF! = fi oF-!= lyw. 

本 节 最 后 介绍 典范 局 部 表示 的 两 个 应 用 . 设 U 是 Rm 中 的 开 集 , f : UV 一 R" 
是 Cr 映射 . 对 be R", 方程 f(z) = 5 的 解 集 f-1(0) 可 能 相当 复杂 . 有 必要 考察 哪 
些 be R" 能 保证 广 !( 成 为 Cr 流 形 ? 

定义 7.2.5 设 M,N 都 是 微分 流 形 , dimN =n, 且 f:M 一 NN 是 可 微 映射 . 

(1) 如 果 pe M 使 得 rankp <n, 则 称 p 是 了 的 临界 点 . f 的 全 体 临 界 点 的 集 
合 记 为 C(f). 如 果 pe M 使 得 rankyf =n, 则 称 p 是 f 的 正则 点 . 

(2) 如 果 ve N 使 得 f-1(q) nC(f) 关 g, 则 称 q 是 了 的 临界 值 . 如 果 广 L(on 
C(f) = G, 则 称 g 是 的 正则 值 . 


7.2 可 微 映 射 . 183 . 


显然 , f 的 全 体 临 界 值 的 集合 是 f(C(7)), f 的 全 体 正则 值 的 集合 是 N 一 了 (C(7)). 

定理 7.2.2 (正则 值 原 像 定 理 ) 设 M,N 分 别 是 m 维 , n 维 Cr 流 形 , f : M 一 
N 是 Cr 映射 . 如 果 ge N 是 f 的 正则 值 , 且 f-1(g) 关 8, 则 5S= fi(9) 是 M 的 
Cr 正则 子 流 形 , 且 dimsS = dimM - dimN. 

证 明 vpo€E 5, 了 在 po 点 是 淹没 . 利用 淹没 的 典范 局 部 表示 ( 见 引 理 7.2.2)， 
分 别 存在 po, 4 点 的 图 卡 (U, wp)，(V, 罗 ), 使 得 


f(U) ECV, vlpo)=0, wg)=0, f=ywofop = no) 
其 中 :Rm 二 民 ™-" x 了 R" -Rn 是 投影 映射 . 因为 f-1 = orloe 六 oo 加 所 以 
pUNF9)) = oD NF (0) = pO N(R" x {0)). 
因而 , 5 是 M 的 m 一 n 维 正则 子 流 形 . 
显然 , 对 n = m 的 情形 , 结论 仍 成 立 . 
例 7.2.1 映射 站 :了 "+1 一 月 定义 为 


jzoZ1) ,Tn) 一 20 十 2 十 :十 22， 
易 验 证 , f 是 光滑 映射 . Jacobi 矩阵 
of 
ee 


所 以 只 要 x 关 0，ranksf = 1. 因而 , 任意 非 零 实数 p 是 f 的 正则 值 , 并 且 对 p > 0， 
有 广 !(p) 关 9. 于 是 , 对 p > 0 广 !(o) 是 RR"+1 的 光滑 ” 维 正 则 子 流 形 . 特别 地 ， 
S" = 广 !() 是 了 "+1 的 光滑 n 维 正 则 子 流 形 . 

第 二 个 应 用 讨论 把 流 形 舱 入 为 正则 子 流 形 . 

定义 7.2.6 设 M,N 都 是 C" 流 形 ， 如 果 f:M 一 NN 是 C7 漫 入 , 且 
f:M 一 f(M) 是 同 胚 , 则 称 f: M 一 N 是 Cr 嵌入 . Cee 嵌入 也 称 为 光滑 谱 入 . 

定理 7.2.3 设 M,N 都 是 Cr 流 形 . 若 h:M 一 N 是 0"7 的 入 , 则 有 h(M) 是 
NN 的 C7 正则 子 流 形 , 并 且 h:M 一 h(M) 是 Cr 同 胚 . 

证 明 设 dimM=m,dimN=n.YVpeM, 令 gq=h(p)e h(M) = M'. 因为 
h: M 一 N 是 浸入 映射 , 由 浸入 的 典范 局 部 表示 ( 见 引 理 7.2.1), 分 别 存 在 p,q 点 
的 图 卡 (U, wp)，(W,), 使 得 

h(UVU)CW, yp)=0, vq)=0, yohoyp = jy 

其 中 j : R™ 一 及 m x Rn 7 是 放 入 映射 . 即 Vp ee U 有 woh(p’) = (wp(p'), 0) < 
R™ x 及 "一 mm 因而 wh(V)) = 2(D) x {0}. 

因为 h: M 一 M' 是 同 胚 , h(U) 是 M' 中 的 开 集 , 存在 N 中 的 开 集 Q, 使 得 
h(U) = QNM'. 于 是 gq=h(p) e h(U) Cc W ne. 注意 到 ， 
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(1) 2(D) 是 0 在 R” 中 的 开 邻 域 ; 
(2) w(WNe) 是 vw(h(p)) =0 在 R"=R" xR"*-"m 中 的 开 邻 域 
因而 , 存在 Rw 中 0 的 开 邻 域 C，R2" 中 0 的 开 邻 域 万 , 使 得 
GCyoU), GxHCvWNO). 
如 图 7.2.5, 取 V=vw1(G x 囊 ) Cc WNQ, 则 V 是 gq=h(p) 在 NN 中 的 开 邻 域 ,并且 
VNM)=%VNQONM) = VY (G x H)NRD)) 
= (GxH)N(y(U) x {0 = Gx {0} 
= (Gx HN(R™ x {0 = vVN(R™ x {0)). 


这 表明 M' 是 N 的 正则 子 流 形 . 


对 pe M, 如 前 所 述 , 存在 p 点 邻近 的 局 部 表示 
h=Vohop-! = jly(v)) 
由 于 万 : o(D) 一 p(U) x {0} 是 Cr 同 胚 , 于 是 hh :UV 一 AD) 是 Cr 同 胚 . 故 户 
是 局 部 C7 同 胚 的 . 因为 h :UU 一 AD) 既是 同 胚 又 是 局 部 C" 同 胚 , 所 以 它 是 Cr 
同 胚 . 


习 题 7.2 


7.2.1 以 下 集合 具有 RR? 的 子 空间 拓扑 . 试问 : 能 否 赋予 这 些 拓扑 空间 以 微分 结构 而 使 它 
们 成 为 微分 流 形 ? 
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(1) A= {(x,y) € R? :zy = 0); 
(2) B= {(x,y) € R? :|z|+|y| = 1); 
(3) C = {(x,y) € R? :zx > 0, y= sin(l/7x)}; 


(4) D= CU{(z,y) ER* :z=0, ly <1). 

7.2.2 设 M 是 nn 维 C" 流 形 ,pe U 且 U 是 MM 的 开 集 . 证 明 : 存在 M 的 图 卡 (Vv)， 
满足 pe VCcU,vwp)=0 vvV)= {reR" :zl < 1 

7.2.3 证 明 : 环 面 T 卫 = S! x S! 是 二 维 Cs。 流 形 . 

7.2.4 ”将 nn 维 球面 S” 的 每 一 对 对 径 点 {x, 一 x} 黏 成 一 点 所 得 的 商 空间 称 为 n 维 射影 
空间 , 记 为 P”. 证 明 : P” 是 n 维 C™” 流 形 . 

7.2.5 设 M,N,L 都 是 Cr 流 形 . 若 f:M 一 N,g:N 一 工 都 是 CO” 映射 , 则 
gof:M 一 L 是 CC” 映射 . 

7.2.6 设 M 是 紧 的 微分 流 形 , N 是 连通 的 微分 流 形 . 若 f : M 一 V 是 淹没 映射 , 试 证 
f(M)=N. 

7.2.7 (唱片 引 理 ) 设 M,N 都 是 0” 流 形 ，f :M 一 NN 是 C" 映射 , 且 dimM = dimN. 
如 果 M 是 紧 的 , ge N 是 f 的 正则 值 , 且 广 :(o) 关 多, 证 明 : 

(1) f- (gq) 是 有 限 集 {pi}i<k; 

(2) 存在 g 在 入 中 的 开 邻 域 V, 使 得 f-1(V) = Uy Ui, 其 中 {Uijisk 是 {pijask 在 MM 
中 的 互 不 相交 的 开 扩张 , 并 且 每 个 jw : VU; 一 V 是 Cr 同 胚 . 


7.3” 紧 流 形 敬 入 欧 氏 空间 


由 定义 , 流 形 是 局 部 紧 、 局 部 连通 的 拓扑 空间 . 由 于 本 章 主要 讨论 流 形 艇 入 欧 
氏 空 间 , 以 下 均 设 流 形 满足 第 二 可 数 性 公理 , 从 而 流 形 是 可 分 的 度量 空间 . 

引 理 7.3.1 若 X 是 第 二 可 数 的 局 部 紧 的 空间 , 则 存在 X 的 可 数 的 开 覆 
盖 {Gijiez， 满足 : 每 个 G; 是 紧 的 且 Ci C Gini. 

证 明 由 X 的 局 部 紧 性 及 第 二 可 数 性 , 存在 X 的 可 数 开 覆 盖 % = {T jicz， 
使 得 每 个 WW; 是 X 的 紧 子 集 . 归纳 构造 G; 如 下 . 
集 W' 覆盖 Gi, 令 GT = WiyiU (UW'), 则 Gij1 是 X 的 开 集 ，Gi 是 X 的 紧 
子 集 且 Ci C Gi+1. 易 验 证 ，{Gi}iez， 是 满足 要 求 的 开 和 覆盖 . 

在 流 形 中 我 们 可 获得 更 进一步 的 结构 . 对 正 实数 =, 定义 


Bs = {x €R" :|zll <e}= B(O0, e). 


定理 7.3.1 若 2 是 流 形 M 的 开 和 覆盖 , 则 存在 M 的 图 卡 集 {(Ui, pi)}jiez， 和 
开 履 盖 {Vi}, {Wi}, 满足 : 
(1) 每 个 0; 是 紧 的 且 Wi; Cc Vi Cc Vi CU 
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(2) {Uijiez, 是 2 的 局 部 有 限 加 细 ; 
(3) pi(Ui) = Bs, pi(Vi) = Bo2, pi(Wi) = Bi1. 
证 明 存在 M 的 开 覆 盖 {G;}jez, 满足 引 理 7.3.1 的 要 求 . 记 Go=G_1= 儿 


则 

Gj — Gj_1 CC Gjti — Gj_2. 
若 pe Gj; 一 G;_1, 则 存在 Qe 2 使 得 pe Q@, 于 是 有 M 的 图 卡 (Zep), 满足 
pp) =0, pV)= Bas, HpeUC(Gn -G2)NG. 记 


V= wv 1(B), W = v1(B). 


Gj; 一 Gj-1 的 紧 性 , 存在 有 限 集 {pj}ign;; 使 相应 的 {Wi hsr; 覆盖 Gj — Gj-1. 


人 心 旦 


Y= {Wiljezs, gg; YY = {Ujr}jezy, IE 
由 于 M = 出 (Gj; 一 Gj-1), 所 以 六 是 M 的 开 履 盖 . 为 了 完成 证 明 , 只 需 验 证 


和 的 局 部 有 限 性 对 每 个 pe M, 存在 j € Z1, 使 得 ps G;, 则 当 i > 了 +2 时 ， 
Gj Uc Gj 一 Gi_2 = ,所 以 Gj; 仅 与 多 中 有 限 个 元 相交 . 因而 , 2 是 局 部 有 
限 的 . 
为 了 叙述 的 方便 起 见 , 上 述 定理 中 的 族 {(Z yi;), Vi, Wi} 称 为 流 形 M 关于 2 
的 标准 履 盖 族 . 由 此 , 可 建立 流 形 的 单位 分 解 定理 . 
引 理 7.3.2 设 M 是 m 维 光滑 流 形 . 若 (U, ww) 是 M 的 图 卡 , V, W 都 是 M 
的 开 集 , 且 满 足 


peWcWacVcVoc, 
yp(p)=0, yp(W)=B1, yp(V)= Bo, vw(U) = Bas， 
则 存在 ne C™(M,RR), 具有 下 述 性 质 : 
{1}, qeW, 
nq) ey (0,1), gEeV—W, 
{0}, ge M-V. 


证 明 对 te 了 ,让 


由 数学 分 析 的 知识 ， 上 e C™(R, RR). 
对 z= (7z1,… ,zm) E 了 Rm, 定义 


&(4 一 | 人) 


$0) = gtr Tel + (ol 1)’ 
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则 Ce Cec(Rm,R), 满足 YzeRm， C(z)=C(-z), 且 


{1}, lizll <1, 
C(x) € 4 (0,1), 1<|zl <2， 


{0}, |zl > 2. 
对 QE AI， 置 
a C(p(g)), gq ED, 
0， geM-—U, 
则 函数 7 具有 所 要 求 的 性 质 . 


设 /:M 一 及 是 Cr 映射 , 集 
suppf = {gq € M: f(g) #0} 


称 为 f 的 支 集 . 若 suppf 是 紧 集 , 则 称 f 为 紧 支 映射 . 定义 于 M 上 的 全 体 紧 支 Cr 
映射 的 集合 记 为 C7(M, RR). 

显然 , 引 理 7.3.2 中 的 函数 w 满足 : supp 7 CT. 

定理 7.3.2 (单位 分 解 定理 ) 若 2 是 光滑 流 形 M 的 开 和 覆盖 , 则 存在 映射 族 
{和 i} C CF>(M, 民 ), 满足 : 

(1) {supp 入} 是 多 的 局 部 有 限 加 细 ; 

(2) 每 个 入 >0, 且 》 和 =1. 


让 
证 明 由 定理 7.3.1, M 具有 关于 2 的 标准 覆盖 族 {(Ui, wi), Vi, Wi}， 由 引 理 
7.3.2, 对 每 个 ie 纪 |, 存在 m; €E C% (MRR), 满足 


{1}, dE Wi, 
{0}, d € M— i: 


因为 M 的 覆盖 {U;} 是 局 部 有 限 的 , 所 以 》 wm; < +co, 又 因为 {Wi} 覆盖 M, 所 


i=1 
以 Dn 1. 定义 
i=1 


oo 
各 三 次/ 2， i EZ+, 
j=1 


则 {Xi} 满足 所 要 求 的 条 件 . 
上 述 {和 i} 称 为 从 属于 覆盖 2 的 单位 分 解 . 
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推论 7.3.1 设 M 是 光滑 流 形 ， G 分 别 是 M 的 非 空 闭 集 和 开 集 ， 如 果 
五 CG, 则 存在 ge C% (MM,RR), 使 得 


FCc{peM:g(p)=1}CsuppgcG. 


若 三 还 是 紧 集 , 则 可 要 求 g € CY (M,R). 
证 明 令 儿 ={G,M 一 fF}, 那么 存在 从 属于 2 的 单位 分 解 {和 A;}. 定义 


9 三 DD : supp Ai C G}, 


则 ge C%(M,R), 且 有 
FcCc{peM:gp)=1}Csuppg9cCo. 
若是 紧 的 , 由 于 M 是 局 部 紧 的 , 则 存在 M 的 开 集 Go, 使 Go 是 紧 的 且 Fc 
Go C Go C G. 以 Go 代替 G, 重复 上 面 的 过 程 , 可 以 得 到 函数 go se C™(M, RR), 满 
足 
FPCcfpesM:ooD)=1CcsuppoocaGoc G. 


因而 , go e C>(M, R). 
推论 7.3.2 设 {K;}，{Gi} 分 别 是 光滑 流 形 M 的 由 紧 集 组 成 的 覆盖 和 局 部 
有 限 的 开 履 盖 . 如 果 每 个 K; Cc Gi;, 则 存在 映射 族 {Xj;} C C> (MRR), 满足 : 
(1) 每 个 Ki C supp Xi C Gi; 
(2) 每 个 入 >0, 且 》 和 =1. 
证 明 由 推论 7.3.1, 对 每 个 ic Z,, 存在 1 e Cw (MRR), 使 得 


Ki C {pe M :pi(p)= 1} Csupp WiC Gi. 


这 时 ，1 < DD < 十 00. 定义 入 = Hi/ >》 1 则 {X;} 满足 全 部 要 求 . 


=1 =1 
定理 7.3.3 若 M 是 紧 的 光滑 流 形 , 则 存在 光滑 嵌入 六: MR1, 其 中 1 是 某 
一 正 整数 
证 明 VpeM, 存在 p 点 的 图 卡 (DZ, o, 使 得 p(p) =0, olD) = Bs. 记 V= 
gp-1(Bs), W = pg-1(B1). 由 M 的 紧 性 , 可 选择 有 限 个 这 样 的 图 卡 (Do i < 
及 相应 的 M 的 覆盖 {Wikigx: 对 每 个 i < , 由 引 理 7.3.2, 存在 me C™(M.,R), 满 


足 
{1}, de Wi;, 


ni(g) E (0, 1), dE Vi — W;, 
{0}, gE M— 
设 dim M =m. 取 1=k(m 十 1), 定义 函数 f:M 一 R! 为 


7.4 Sard 定理 . 189 . 


f(9) = (19)21(9) ,Mk(q)Pr(9), 19) + ,nx(q)), 
其 中 当 ge M 一 VV 时 ,规定 mi(q)pi(q) = 0. 则 了 是 光滑 映射 
(1)Ype M, 了 在 p 点 是 漫 入 . 存在 i<k 使 pe Wi. 在 Wi 上, mpi pi 
而 f 的 局 部 表示 f = fo wi! 形 如 


CT ,Tm) = Fk) TL Tr F**k) 
所 以 rankyf > m. 从 而 , f 在 wp 点 是 浸入 . 
(2) f 是 单 射 . 设 g, 9 es M 使 得 f(q) = f(q), 那么 mi(9) = mw(q9), Vigk. 设 
qe€ Wi, 则 nj(q) = 1 因而 wj(q) =1, 所 以 qe 到;. 在 到 ;上 ,考察 f 的 分 量 ,得 
mi(q pg) = (09)p;(9), pi(9) = 9;(9). 
但 在 态 2 环 ) 上 ，y; 是 同 胚 , 所 以 = 4 
以 上 说 明 , f : M 一 R' 是 单 的 光滑 浸入 . 再 由 M 的 紧 性 , f : M 一 f(M) 是 同 


胚 . 
在 定理 7.5.3 中 , 我 们 将 会 看 到 , 取 1 = 2dimM +1 就 足够 了 . 


习 题 7.3 


7.3.1 设 M 是 光滑 流 形 , A，B 是 M 的 两 个 不 相交 的 非 空 闭 子 集 . 证 明 : 存在 PE 
C™(M, 民 ), 使 得 p(M) C [0,1], 2(4) = {0}, 且 2(B) = {1}. 

7.3.2 给 出 S! 的 由 两 个 图 卡 组 成 的 图 汇 , 将 S! 光滑 嵌入 到 R? 中 . 

7.3.3 设 {(Ui, yi)} 是 光滑 流 形 M 的 图 汇 , 其 中 {Ui}iez， 是 M 的 局 部 有 限 的 开 覆 
盖 . 者 对 每 个 i € 2+, 存在 mn; € C™”(M,R), 使 得 supp mc 定义 n:M 一 民 为 
n(p) = 》 mi(p). 证 明 : n 是 光滑 函数 . 


7.3.4 设 {Ki;},， {Vi} 分 别 是 光滑 流 形 M 的 由 紧 集 组 成 的 覆盖 和 局 部 有 限 的 开 履 盖 . 如 
果 每 个 K; C Gi,， 则 对 任意 给 定 的 正 实数 列 {ei;}, 存在 光滑 函数 s : M 一 民 , 适合 条 件 : 
0<s) 芝 siVYDpERKi TIEZ+. 

7.3.5 设 U 是 C” 流 形 M 中 的 开 子 集 , hE€ C (DR), p EU,h(p) 关 0. 证 明 : 必 有 
f eC™”(M, 民 ) 和 M 的 开 集 V 使 得 p€EV Csuppf CU, 且 flv = hlv. 

7.3.6 设 碾 是 RRR” 的 闭 子 集 . 试 证 存在 fe C™”(R", 民 ), 适合 条 件 : 

(1) f(z) > 0, vx € R"”; 

(2) f°7 "(0) = FF. 


7.4 Sard 定 理 


本 节 是 为 了 证 明 Whitney 定理 而 准备 的 . Sard 定理 用 于 描述 流 形 中 的 一 些 零 
测 集 . 在 介绍 流 形 的 零 测 集 前 , 先 回忆 R” 中 零 测 集 的 概念 . 
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对 2 一 1,2,.…- ,Mm, 设 Qi bi Ce 及 ， Qi < bi;. v= II (ai, bi) 称 为 mm 维 开 长 方 体 ， 
i<m 
其 体积 |7| = II (bi 一 ai). 了 = TI [Qi, 8i] 称 为 m 维 闭 长 方 体 , 其 体积 |7| = 上. 
太吉 


i<m 


定义 7.4.1 设 万 CRm， 互 称 为 了 mm 的 堆 测 集 ， 车 Ye > 0, 存在 至 多 可 数 个 
m 维 开 长 方 体 {Ii}iez,, 使 得 Bc 出 五 且 > < <. 


对 了 Rm 中 的 任 一 开 长 方 体 了， 完 从 其 最 得 也 的 覆盖 开始 考虑 ,1 可 以 证 明 7 可 被 
体积 之 和 不 超过 2?|7| 的 一 些 开 正方 体 所 覆盖 (见习 题 7.4.1). 因而 上 述 定义 中 的 
“ 开 长 方 体 ” 可 换 为 “ 开 正 方 体 ”. 
显然 , 零 测 集 的 子 集 仍 是 零 测 集 , 可 数 个 零 测 集 之 并 仍 是 零 测 集 . 下 面 介 绍 零 
测 集 的 局 部 性 质 和 C1 映像 性 质 . 
引 理 7.4.1 R”" 的 子 集 万 是 零 测 集 的 充分 且 必 要 条 件 是 vx e 五 ,存在 z 的 
邻 域 到 使 nV 是 零 测 集 . 
证 明 只 需 证 明 充分 性 . 记 = {VW :ze Bz}. 由 万 的 第 二 可 数 性 , 存在 的 
可 数 子 族 {Vi,}iez, 覆盖 .从 而 , = U (BN Vi) 是 零 测 集 . 


i€EZ+4 
引 理 7.4.2 设 U 是 RR” 的 非 空 开 集 fe C1(U,R"). 若 U 的 子 集 已 是 零 测 

集 , 则 f(z) 也 是 零 测 集 . 
证 明 由 正则 性 及 Lindelsf 性 质 , U 可 表示 为 可 数 个 闭 长 方 体 之 并 集 , 即 UV = 
UZ 记忆 = ENT, 则 EE= U .由 于 了 在 I 上 满足 Lipschitz 条 件 , 即 存 


iEZ+4 i€Z+ 

在 非 负 实数 L;, 使 得 对 每 个 x, ye J; 有 |f(z) 一 了 (W)| < Lilz 一 Yl, 所 以 f(Bi) 是 零 

测 集 . 因而 , f(2) = _U f(Bi) 也 是 零 测 集 . 
i€Z 


引 理 7.4.3 ”如果 了- fw 中 被 一 族长 度 都 不 超过 5 的 开 区 间 集 7 所 覆盖 , 则 
存在 .2 中 覆盖 了 的 有 限 个 开 区 间 {.7}ji<u, 满足 2 [| < 207 + 0). 


证 明 不 妨 设 2 由 有 限 个 开 区 间 组 成 . 由 于 有 公共 点 的 三 个 开 区 间 中 ， 必 有 
其 中 两 个 区 间 和 覆盖 了 第 三 个 区 间 , 于 是 再 不 妨 设 了 中 任 一 点 至 多 属于 .4 中 两 个 开 
区 间 , 而 且 端 点 a,b 各 自 只 属于 多 中 的 一 个 开 区 间 . 这 些 开 区 间 记 为 J;, i < . 
易 证 , IC U 五 且 》 hg2(+o6). 

4 

i teER. 记 Ki=KN({t xR"-1), 称 Ki 为 K 的 截 集 . 

引 理 7.4.4 设 K 是 R" 中 的 紧 集 ， te 及 . 如 果 截 集 Ki 包含 在 {tt} x RR"1 
的 开 集 {t} x Wi 中 , 那么 存在 实数 a > 0, 使 得 


KN((t—- oati+a) x RT)c(t -a,tta) x WW. 


证 明 定义 f:R”? 一 民 为 f(z)=|zi1 一 t ,Vz= (x1,… ,zn) ER", 则 了 连 
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Qa=inf{f(z):z EK— (Rx Wi)}. 


则 a>0, 且 KN(t-a,t+a) x Rl)c(t-a,ti+a) x W. 

拓扑 空间 X 的 子 集 KK 称 为 o 紧 的 , 若 开 是 X 的 可 数 个 紧 子 集 之 并 . 

引 理 7.4.5 (Fubini 定理 ) 设 Kc R" 是 o 紧 集 若 开 的 每 一 截 集 Ki 是 
{个 x RR"-! 的 零 测 集 , 那么 KK 是 了" 的 零 测 集 . 

证 明 不 妨 设 KK 是 紧 集 , 则 存在 闭 区 间 TC R, 使 得 K CIxR"! ve> 
0, Vt eT 由 于 Ki 是 {xR"-! 中 的 零 测 集 , 存在 RR*-! 中 的 有 限 个 开 正方 体 之 
并 集 Wi, 使 得 Ki Cc {t} x Wi, 且 Wi 中 各 正方 体 体积 之 并 |Wi| < se. 由 引 理 7.4.4， 
存在 开 区 间 .J = (t 一 Qt 十 Qs), are (0,1), 使 得 KN(xRR"!) C .xWi. 再 由 引 
理 7.4.3, 从 {jer 中 可 选择 有 限 个 .,, 使 得 Tc UV ,Yl < 2 +2). 


i<k 


K= KN(TxR™) cI)EKN GG, x RT)) cI x Ww). 
i<k i<k 
因为 
DN x We = O17 x [Wl < 2e(lT| + 2), 
i<k i<k 
所 以 天 是 R" 中 的 零 测 集 . 
本 节 第 二 部 分 介绍 流 形 的 零 测 集 . 
定义 7.4.2 设 M 是 m 维 微分 流 形 . EC M 称 为 零 测 集 , 若 对 M 的 任 一 图 
卡 (U0,y), p(UnB) 是 RW 中 的 零 测 集 . 
显然 , 零 测 集 的 子 集 仍 是 零 测 集 , 可 数 个 零 测 集 的 并 集 仍 是 零 测 集 . 
引 理 7.4.6 设 M 是 mm 维 微 分 流 形 . 若 忆 Cc M 满足 Vpe 万 ,存在 pb 点 的 图 
卡 (V, 罗 ), 使 得 y(VnB) 是 Rm 中 的 零 测 集 , 则 是 M 中 的 零 测 集 . 
证 明 vpe 万 ,存在 p 点 的 图 卡 (V,wp), 使 得 wp(V EE) 是 Rm 中 的 零 测 
集 . 记 久 = {Wy :pe 如, W = UY. 由 W 的 第 二 可 数 性 , 存在 的 可 数 子 族 
Y' = {Vijhiez, 覆盖 W. 对 M 的 任 一 图 卡 (U, y)， 


pUNE)= (J ovUNVNE)= () vow! wiV NVNE)). 


i€Z+ i€Z+ 


由 引 理 7.4.2, 每 个 yoy!(wi(U Nn VinEB)) 是 零 测 集 , 所 以 py(U nz) 是 零 测 集 . 
引 理 7.4.7 设 庆 : N 都 是 m 维 微分 流 形 , fe O01(M, N). 如 果 已 c M 是 零 
测 集 , 那么 F(BE) Cc N 也 是 零 测 集 . 


. 192 . 第 7 章 流 形 的 嵌入 


证 明 取 M 的 可 数 个 图 卡 (Ui, yi), 使 得 2 = {Uijhiez, 覆盖 M， 对 每 个 
iEZFi4, 记 Bi;== UinNn ZB, 只 需 证 /应 ) 是 NN 中 的 零 测 集 . vgqe N 和 g 点 的 任 一 图 
卡 (VW 区 ). 记 Wi= 1(V) nD, 则 


vyVNFE)) = Yo ff (VN BE) 
=wof(f (VNUNE) 
一 Wo FT mn 五) 
=Wofopipiin BE)). 


由 引 理 7.4.2, VW(Y n 了 (Ei)) 是 R” 中 的 零 测 集 , 所 以 f(E;) 是 NN 中 的 零 测 集 . 

回忆 7.2 节 中 定义 的 临界 值 和 正则 值 的 概念 . 

引 理 7.4.8 设 VW 和 NN 痢 是 微分 流 形 , f :V 一 NN 是 可 微 映射 ,h :VV 一 W 
是 微分 同 胚 . 记 9 = foh-1, 则 

(1) z € C(f) Sh(z) € Cl(9); 

(2) f(C(f)) = gC(9)). 

证 明 利用 局 部 表示 , f = Wojfop- = Wogox 1= (wofop 1)o(poh-lox 1). 
设 zeETY. 因为 rankzh = dimV = dimW, 所 以 rankn(z)9 = rankzf. 

定理 7.4.1 (Sard 定理 , 1942) 设 M,N 都 是 光滑 流 形 . 如 果 f:M 一 NN 是 
光滑 映射 , 则 f(C(7)) 是 入 中 的 零 测 集 . 因而 , N 中 几乎 所 有 点 是 f 的 正则 值 . 

证 明 设 dimM = m, dimN = n. 如 果 m <n, 则 定义 乘积 流 形 工 = MxR"-" 
和 映射 


PF:L=MxR” ™»oN, (p,é) mm fp). 


显然 , dimL = n， 因 为 M x {0} 是 工 中 的 零 测 集 , 并 且 已 E Cli(L,N), 所 以 
F(M x {0}) = f(M) 是 NN 中 的 零 测 集 , 因此 f(C(f)) 是 入 中 的 零 测 集 . 下 面 对 
M 的 维 数 m 作 归 纳 , 完成 定理 的 证 明 . 由 M 的 第 二 可 数 性 及 引 理 7.4.8, 不 妨 设 
M =U 是 R™ 中 的 开 集 , N = R”. 

记 C= C( 用 ,以 Ci 表示 UU 中 使 了 的 不 超过 7 阶 的 所 有 偏 导数 都 取 0 值 的 那 
些 点 2 的 集合 . 显然 , 对 每 个 Ke 2 


CC ) C1 ) C2 De ) Ck, 


f(0)=f(C— COC)U fC — C2) UU fC 1 — Ci) U fOr). 
(1) f(C -C1) 是 零 测 集 . 
对 每 个 ae C_ cy 不 妨 设 天 四 0. 定义 


PCZ1 ,Tm) 一 (zc),z2 ,Tm), 


7.4 Sard 定理 . 193 . 


则 Dh(a) 非 退 化 , 所 以 存在 a 在 Rw 中 的 开 邻 域 V 和 h(a) 的 开 邻 域 W, 使 得 
hlv :V 一 W 是 光滑 同 胚 . 再 定义 g = joj1: 歼 一 及" 因为 C-C 可 以 用 可 
数 个 这 样 的 V 覆盖 , 只 需 证 明 g(h(C NV)) 是 零 测 集 . 

首先 , 由 于 CNnV 是 R" 中 的 开 和 集 , 所 以 CnT 是 o 紧 的 , 从 而 g(h(C mn 全)) 
也 是 o 紧 的 . 

其 次 , 借助 交换 图 (图 7.4.1), 易 见 

9(21， i ,Zim) = (21, 92(2)， Tt , gn(z)) 或 g(t, é) > (t, g2(t, €), es ,gn(t, €)), 
其 中 上 = (z2,… ,zm). 对 teR, 记 gt: WN({ 直 xR"™-1) 一 RR"*-1 为 


g'(€) (g2(t, &), es , gn(t, é)). 


pate.9 = ( | 

* Dg’(é) 

对 互 =h(CNV) C W, 截 集 g() = g(Bi) C {t}xg'(C(g')). 由 归纳 假设 , g'(C(g')) 
是 RR"-! 中 的 零 测 集 , 因而 g(B); 是 { 直 x R"*-! 中 的 零 测 集 . 由 引 理 7.4.5, g(B) 是 
R" 中 的 零 测 集 . 即 , f(C nV) 是 R” 中 的 零 测 集 . (1) 得 证 . 


(Be 2 


g=f oh! 


(Da Lin) (f(D f(D) 


则 


图 7.4.1 


对 每 个 ae Cj;_1 一 0;, 不 妨 设 
fi 
ONO 人 ‘Oxi, ww 入 . 
. 二 
7? 八 必 ) 一 67 Or 必用 


则 
On 


OX1 
定义 疡 :了 Rm 一 Rnm 为 h(xi,… ;zm) = (zz yzm)) 则 Dh(a) 非 退 化 , 从 而 
存在 a 在 恨 m 中 的 开 邻 域 7 和 Ma) 的 开 邻 域 W, 使 得 hly :VW 是 光滑 同 胚 . 
仍 记 9 = foh-!, 再 记 g? :WN ({0} xRm-D 一 有 "为 g0(9 = 9(0,5. 由 归纳 假 
设 , go(C(g0)) 是 R” 中 的 零 测 集 . 因为 


(a) #0, n(x)=0, VxeEC; 1— C0. 
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h((C;-1— CH)NV) CWAN({O x R™™), 


f((Cj-1— OC) NV)= gh((C;1 — CNV)) Cg CD))， 
从 而 f((C;-1 一 0;)nV) 是 有" 中 的 零 测 集 . (2) 得 证 . 

(3) 若 上 十 1 > m/n, 则 /Cs) 是 零 测 集 . 

只 需 证 明 : 对 任意 的 一 个 m 维 闭 正方 体 P c U，f(PN Ck) 是 零 测 集 ， 由 
Taylor 定理 , P 的 紧 性 及 Ci 的 定义 , 存在 实数 5 > 0, 使 得 对 每 个 x e CNP 
和 ww 十 heP, 有 f(z 十 hh) = 了 f(x) 十 R(z,h), 其 中 R(x,h) 省 < bnl*+t1. 设 己 的 
边 长 为 和 , 重 分 P 为 边 长 Mi 的 1™ 个 m 维 闭 正方 体 . 设 @ 是 重 分 中 的 一 个 闭 
正方 体 且 存在 zs Ci 8, 则 8 中 任 一 点 能 写作 zz 十 h, 其 中 hl YmXl, 于 
是 f(Q@) 在 一 个 以 f(x) 为 中 心 , 边 长 为 2b(VmAD*+1 = a/L*+1 的 正方 体 中 , 其 中 
a 二 20(VMmA)*+1, 因而 f(Cn 阁 P) 包含 在 至 多 1™ 个 小 正方 体 之 并 中 . 这 些 正方 体 
的 总 体积 5 < 17(af2t1)7 = qm?Im-tDn 因为 十 1 > m/n, 对 >0, 总 可 以 选 
取 足 够 大 的 1, 使 得 S$ < e. (3) 得 证 . 

综 上 所 述 , 定理 得 证 . 

利用 Sard 定理 和 “Weierstrass 通 近 定理 ,可 以 证 明 高 维 的 Brouwer 不 动 点 


定理 


推论 7.4.1 设 M,N 都 是 微分 流 形 , dimM < dimN. 如 果 fe CI N), 则 
f(M) 是 NN 中 的 零 测 集 . 


7.4.1 设 了 是 及? 中 的 开 长 方 体 . 证 明 : 了 可 被 体积 之 和 不 超过 27|7| 的 一 些 开 正方 体 
所 履 盖 . 

7.4.2 设 M,N 都 是 微分 流 形 , ge N. 证 明 : M x {gq} 是 乘积 流 形 M x N 中 的 零 测 集 . 

7.4.3 设 M 是 连通 的 光滑 流 形 . 如 果 fe C7(W,R) 适合 条 件 C(f) = M, 那么 f 是 常 
值 函 数 . 

7.4.4” 试 举 出 反例 说 明 : f e C™”(R?, 民 ), de RR, 但 是 集合 广 !(9) 可 以 不 是 R? 的 正则 
子 流 形 . 

7.4.5 ” 试 举 出 反例 说 明 : f € C™(R?, 民 ), g € f(C(f)), 但 是 广 !(9) 却 是 R? 的 正则 子 

7.4.6 试 举 出 反例 说 明 : fe Cee(R2,R) 并 且 f(C( 有 )) 在 及 中 稠密 . 


7.5 Whitney 定理 


本 节 介 绍 H. Whitney ( 美 , 1907~1989) 在 1935 年 完成 的 一 项 开创 性 研究 , 他 
明确 提出 , 微分 流 形 在 欧 氏 空间 里 的 “实现 ”有 两 种 途径 , 一 种 是 “浸入 ”, 另 一 种 是 


7.5 Whitney 定理 “195. 


< 暴 入 

由 全 体 n x m 和 矩阵 组 成 的 集合 M(n,m), 可 等 同 于 及 "xm 赋予 欧 氏 拓扑 的 空 
间 . 考察 空间 M (n,m) 中 由 全 体 秩 为 的 矩阵 组 成 的 子 空间 M (n,m; %). 

例 7.5.1 空间 M(n,m) 的 子 空间 M(n,m;k) 是 nm 一 (nn 一 月 (m 一 k) 维 的 光 
滑 流 形 . 

证 明 在 M(n,m;k) 上 定义 图 卡 . 左上 角 的 有 x 子 阵 非 退化 的 全 体 nxm 
矩阵 组 成 M(n,m) 的 开 集 Gu. 记 w= Gon Mn,m;), 则 Y XE Uo 可 写成 


| 2 ) 其中 4 是 kx 满 广 阵 
C DD 


Tx 0 
L= 
一 C4-1 了 


4 B 
LX = 
( 0 D-CA-1B ) 


所 以 D = CA-1B, 因而 在 X 的 各 子 块 中 , 只 有 4, B,C 三 个 子 块 是 独立 的 ， 从 而 
可 以 选取 4,，B, C0 子 块 的 分 量 , 共 nm 一 (n 一)(m 一 个 ,来 确定 Uw 中 矩阵 的 局 


部 坐标 , 即 定 义 
0 
lopj) co 


则 (Co,epo) 是 Mn 由 的 图 卡 . 
对 一 般 的 Xi € _M(n,m; 上 ), 分 别 存 在 n 阶 , mm 阶 可 道 矩 阵 PL，Q1， 使 得 
PXiQ1€ Uo. 在 M(n,m;k) 中 的 开 集 0 = P71VoQ87 1 上, 定义 局 部 坐标 


则 


p1(X1) = po( PX1Q1), 


于 是 (Coil) 是 M(n,m;k) 的 图 卡 ，M (n,m;k) 为 有 限 个 开 集 Co, DT ,U1 所 
覆盖 , 其 中 ! = C% .C%. 在 每 个 VU; 上 , 定义 局 部 坐标 pi(X) = po(PBXQi)， 如果 
UiNU; #9%, 那么 pi 与 (op 之 间 的 坐标 变换 


AB 4 B 
‘Ow = Ep- yy, 
ee | i 区 a oj 


是 光滑 映射 . 
引 理 7.5.1 设 忆 是 了 mm 的 开 集 , fe C™%(U,R"). 如 果 交 > 2m, 则 Vse>0, 存 
在 NxM 矩阵 A= (Qij), 满足 : 
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(1 |4| = maxt{losl} < 6; 

(2) g(z) = f(z) + 4z 在 U 上 是 浸入 . 

证 明 对 A € M(n,m), 让 g(x) = f(x) + Az, Vx €eU, 则 Dg(zx) = Df(x)+ 
A， 要 使 g 为 浸入 , 应 选择 4, 使 得 Vv x e U, 有 rankxg = m, 即 rankDg(x) = 
rank(Df(z) 十 4) > m, 换言之 ， 


Df(zx)+ A¢ M(n,m;k), VEke{0,1,..…,m—1}. 
对 <m, 让 
hp: Mm k) x Us Mn,m),(B,z)  B-Df(z). 
因为 n > 2m, 于 是 


110 nN km-k+m<nm nm 1)m m1)+m 


=nm—(n— 2m)—1<nm—!1, 
dim(M(n,m; k) x U) < dimM (n,m). 


由 Sard 定理 ( 见 定 理 7.4.1), yi(M(n,m;k) x U) 是 M(n,m) 中 的 零 测 集 ,从 而 存 
在 


A= (ai;) € M(n,m) 一 oe (n,m; k) x U), 
k=0 
使 得 |4| < s. 于 是 Vx EU, VEk<m, 有 Df(z) 十 A444 M(n,m;k)， 因 此 , 映射 
g(z) = jz)+4z 是 UU 上 的 浸入 . 
设 U,，K 分 别 是 Rm 中 的 开 集 和 紧 集 , K C U. 对 f € C1i(U,R"), xz = 
(z1,.°* ,Tm) EU, 表示 


f(z) a (万 (Z) ,万 (Z)) a (万 (Z1 , Tm) , fn(T1,. , Tm)). 
记 


GO) _ 
We =n Shp 


i 


0 
IR = ax, {8 


(0) 
|] 
引 理 7.5.2 设 U, KK 分别 是 RR 中 的 开 集 和 紧 集 , K Cc U. 如 果 f € C1(U,R") 


在 KK 上 是 浸入 , 那么 存在 5 > 0, 使 得 对 任何 ge C1(U,R"), 若 |g- ft <6, 则 g 
在 KK 上 是 浸入 . 
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证 明 对 yecCIDR") zx EU, 定义 


ago so |? 
Oz1 Orzm 
Al(g,7) = : : 
TS<i<…<imsn| gw) .Og (2) 
Oxz1 Orzm 


因为 对 每 个 z € K, 有 rankDf(z) = m, 所 以 A(f,x) > 0, 于 是 存在 5 > 0, 使 得 只 
要 ge Ci(U,R"), |g 一 了 | < 5 则 对 所 有 ze 天 ,有 Agz)>0. 故 9 在 天 上 是 
浸入 . 

引 理 7.5.3 设 M 是 m 维 光滑 流 形 , n > 2m, 并 设 

(1) fe C”(M,R") 在 闭 集 五 Cc M 上 是 浸入 ; 

(2) (U, vp) 是 M 的 图 卡 ; 

(3) (VU) = Bs, V = 9 Ba) W = 9 (Bi), 

则 对 每 个 > 0, 存在 ge Ce(M,R"), 满足 : 

(a) 9g(p) = f(p), vpeE M—V; 

(b)g 在 五 UW 上 是 浸入 ; 

(©) lg(p) = FON <e, VpeEM. 

证 明 令 K=HNVcCcU 和 f= foy!1eC”%(p(0),R"), 则 闭 集 wp(K) C 
BC wp(U), 于 是 w(K) 是 RW 中 的 紧 集 ， 由 引 理 7.5.2, 存在 6 > 0, 使 得 只 要 
7e Cl(e(D)， Rn)，1- 用 Co < 6, 就 能 保证 了 在 p(K) 上 是 浸入 . 

由 引 理 7.3.2, 选取 ye CX(M, 民 ), 满足 条 件 

{1}, peW, 
n(p) ey (0,1), peV—W, 
{0},， peM-V. 


在 o(D) = Bs 上 ,对 映射 f= fowp-! 利用 引 理 7.5.1, 则 存在 任意 小 的 4 e M (n,m)， 
使 得 f(z) + 4z 在 p(UV) = B3 上 是 浸入 . 在 M 上 , 定义 g(p) = f(p) +n(p)Ay(p)， 
其 中 对 pe M 一 V, 补充 定义 n(p)Awp(p) = 0. 那么 在 p(UV) 上 , 9(x) = go wp 1(x) = 
f(z) 十 np-1(z))Az, 所 以 只 要 4 选取 充分 小 , 当然 可 使 六 - 用 gx < 6. 于 是 


(a) g(p)= f(p), Vv pe M—V; 

(b) 在 KK =HNV 上, 9 是 浸入 ;在 五 -VV 上, g=f 是 浸入 ;在 玉 上 ,由 于 
F(z) = f(z) 十 4z, 所 以 g 是 浸入 . 从而, g 在 豆 U 丈 上 是 浸入 . 

(c) lg@) 一 了 (Pp = wp)Ayp(p) < 34l, 所 以 只 要 4 选择 得 足够 小 ,可 使 


gp) — FP <e, vpeM. 
定理 7.5.1 (Whitney 浸入 定理 , 1935) 设 M 是 m 维 光滑 流 形 . 如 果 n> 2m， 
则 对 每 个 fe C™(M,R") 和 =s > 0， 存在 gE CM,R"), 使 得 
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(1) 9 是 浸入 映射 ; 

(2) llg(p) — fo <e, vpeM. 

证 明 由 定理 7.3.1, 设 {(Da gi), Vi, Wi} 是 流 形 M 的 标准 覆盖 族 . 归纳 构造 
一 列 映射 { 户 } c C”(M,RR"), 证 明 其 极限 函数 满足 要 求 . 首先 , 记 W = Wo = %， 
f_-1= fo=f. 假设 对 7<%, 已 定义 了 fe C™%(M,R"), 满足 : 

(a a fj- 1(p), \ vpe M—V; 

(c i DN < ef/2, vpeM. 

由 引 理 7.5.3， 太 E C”(M,R"”), 满足 相应 的 (a), (bs) 和 (ci). 这 完成 了 
映射 列 { 方 } 的 归纳 构造 . 

对 每 个 pe Wi,, 由 克 1, 的 紧 性 及 {Vi} 的 局 部 有 限 性 , 存在 ho > 10, 使 当天 > ko 
时 有 Wn Wi = 2 从 而 大 (p) = fr1(p), 故 可 定义 g(p) = lim fi(p), VpeM. 

(1)YVpe M, 习 ko>1o, 使 当 pe Wi, 且 >ko 时 ,有 g(p)= fi(p). 由 内 在 
Hi D Wi,。 上 是 浸入 ,，g € Cece(M， ,R") 是 浸入 映射 . 


(2) VY p € M, g(p) 四 + 一 所-1(p)), 所 以 


lg(p) 1 < 训 =。 


由 此 , 任何 mm 维 光滑 流 形 M 都 可 光滑 地 浸入 到 2m 维 欧 氏 空间 R2™ 中 . 为 
了 下 面 讨 论 流 形 的 嵌入 定理 , 先 证 明 单 浸入 定理 ， 既 单 又 浸入 的 映射 称 为 单 浸入 
映射 . 

引 理 7.5.4 设 G 是 mm 维 光滑 流 形 M 的 开 集 ，(U, wp) 是 M 的 图 卡 , W Cc 
VOU EH vwvU)= Ba p(V)= Ba p(W) = Bi. 又 设 

(1) fe C%(M,R") 限制 于 G 上 和 UU 上 都 是 单 射 ; 

(2) Is C~(M, 民 ) 满足 


{1},， peéW, 
{0}, pE M—V. 


如 果 n > 2m 且 = > 0, 则 存在 5€ R"，|jbl| < a, 使 得 如 下 定义 的 ye Cee(M Rn) 
在 GUY 上 是 单 射 , 其 中 g(p) = jp) + 7T(D)0. 
证 明 记 力 = {(p,9)€E MxM:n(p) 关 7(9)}, 则 D 是 MxM 中 的 开 集 . 定 


义 映射 6:D 一 R" 为 
Jp) — f(9) 


Op 0) = rtp) mo) 
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因为 n > 2m, 由 Sard 定理 , 0(D) 是 R" 中 的 零 测 集 , 于 是 存在 pe R”* - 90(D), 使 
得 | < s. 下 面 验证 , 9 在 GUV 上 是 单 射 . 
Vp, 9€ GUTV, 设 g(p) = g(9), 那么 mn(p) = n(q), 否则 


_ 1- /0 
全 TD 一 TO ~ 人 


矛盾 . 从 而 又 有 f(p)= fo) 且 m geV 或 p, ge G-V, 于 是 p= 4. 

定理 7.5.2 (Whitney 单 浸入 定理 ) 设 M 是 m 维 光滑 流 形 . 车 n> 2m, 则 对 
任何 浸入 映射 fe C%(M,R") 和 = > 0, 存在 ge C”(M,R"), 使 得 

(1) 9 是 单 浸入 映射 ; 

(2) llg(p) — fo) <e, vpeM. 

证 明 从 浸入 的 典范 局 部 表示 可 以 看 出 , Y ge M, 存在 9 点 的 开 邻 域 Q, 使 
得 flo 是 单 射 ， 以 2 表示 所 有 这 样 的 @ 组 成 的 集 族 , 则 由 定理 7.3.1, 存在 M 
关于 22 的 标准 覆盖 族 {(U epi, Vi, Wi}， 再 由 引 理 7.3.2, 对 每 个 i e 2Z4， 存 在 
mi E C™”(M,RR) 满足 


{1}, pe Wi;, 
{0}, peEM—V. 


按 以 下 方式 归纳 构造 浸入 映射 列 {fi} C C%(M,R"). 首先 , 取 fo = f. 假定 已 定义 
了 f0,… , 反 -1, 将 选取 适当 的 by € R"，, ||bx| < se/2*, 使 得 f1(p) = fx_1(p) 二 nx(p)by， 
满足 : 

(a) fi 是 浸入 映射 ; 

(b) fr(p) = fr(9) > me(p) = nx(9) 且 fr-i(p) = fr-1(9). 

由 引 理 7.5.2, 只 要 b 选取 得 充分 小 , 则 (a) 成 立 . 定义 


Dx = {(p,9) € M x M :nx(p) # 7x(9)} 
和 映射 处: Dx 一 RR" 为 


_ frp) fo) 


Gp, = nk(P) — Nk(q) 


因为 dim(M x M) = 2m <n, 由 Sard 定理 , 则 9.(Dx) 是 R" 中 的 零 测 集 . 于 是 选取 
充分 小 的 bs e R" 一 906(Dk), 则 (b) 成 立 . 事实 上 , 若 存在 pe M, 使 得 f4(p) = f(gq) 
且 mr(p) 关 x(q), 那么 (oo e Dn 且 


_ fr-1(p) ~ fr-1(9 
mk(D) — Wk(q) 


bi = 


) 
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这 与 bj 4 9k(Di) 矛盾 . 

与 定理 7.5.1 类 似 的 证 法 , 对 fos 2Z+, 存在 io > 10, 使 得 V pe Wi,, k 之 ko, 有 
fr(p) = fr+1(pP), 于 是 存在 g(p) = lim fr(p) 并且 Vpe Wo, > ko 有 g(p) = fr(p) 
则 9: M 一 R" 满足 要 求 . 这 只 需 验证 9 是 单 射 . 

设 p, qe M 且 g(p) = g(g), 则 存在 ko e Z14, 使 得 vk ko 有 


fr(p) = 9(p) = 9(9) = fr(9), 


于 是 ni(p) = nx(9) fr-1(p) = fr-1(9), 从 而 mi) = m1(9) 且 fr_2(p) = 
有 i_2(q). 以 此 类 推 , 得 


J 
f(p) = fo(p) = fo(q) = f(9). 

设 pe Wi, 则 由 nmi(p) = Vi(g) = 1 可 知 gq € 到 ; C Vi， 因 为 flv 是 单 射 , 且 
p, 49€ VW, f(p) = f(q), 所 以 p= 9. 故 g:M 一 RR" 是 单 射 

引入 常态 映射 的 概念 . 设 X, 了 都 是 拓扑 空间 , 映射 f : X 一 了 称 为 常态 映 
射 , 若 Y 的 每 个 紧 集 关于 f 的 原 像 是 X 的 紧 集 . 

先 讨论 常态 映射 的 一 些 性 质 . 

引 理 7.5.5 设 Y 是 局 部 紧 的 到 空间 . 若 f :X 一 Y 是 常态 映射 , 则 了 是 闭 
映射 ; 车 f 还 是 单 射 , 则 f 是 闭 的 拓扑 帜 入. 

证 明 设 斑 是 X 的 闭 集 . 对 每 个 yeYY 一 f(f), 存在 y 在 Y 中 的 邻 域 W， 
使 到 是 紧 的 . 由 于 FN f-1(W) 是 X 的 紧 集 , 于 是 f(F)jNW= f(F Nf-1(W)) 
是 了 的 紧 集 , 从 而 是 了 的 闭 集 . 因为 y 4 f(f) 丈 , 存在 y 的 邻 域 Vc W, 使 得 
VN(f(P)NW)=%, 那么 VN f(F)=%. 故 了 (Ff) 是 闭 集 . 从 而 f 是 闭 映射 . 

引 理 7.5.6 设 X 是 邯 空间 , f :XX 一 R" 是 连续 映射 , 且 pi :R" 一 及 是 投 
射 . 若 户 = pio 了 是 常态 映射 , 则 也 是 常态 映射 . 

证 明 设 是 RR" 的 紧 集 , 则 pi(K) c RR 是 有 界 闭 集 , 于 是 存在 实数 > 0， 
使 得 pi(K) C [~b, 9], 那么 天 <C pi ([-b, 本), 所 以 71(K) c 所 ([-b, 9]) 是 紧 的 . 


| mi(p) = 1;(9), y= 2 


引 理 7.5.7 若 M 是 光滑 流 形 , 则 对 每 个 ne Z+, 存在 光滑 常态 映射 f : M 一 
R”. 
证 明 由 定理 7.3.1, 设 {(Ui, wi), Vi,Wi} 是 流 形 M 的 标准 覆盖 族 . 再 由 引 理 
7.3.2, 对 每 个 je Z|, 存在 wm; Ee C”(M,RR), 满足 Vpe M， 
{1}, peW,, 
mi(p) € (0, 1), pEV— W,, 
{0}, pe 人 一 VW. 
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定义 a : M 一 了, 使 得 每 个 a(p) = > 7 mw(p), 则 a(p) s C™”(M,R). 对 民 的 紧 集 
j= 
KK, 存在 实数 5 > 0 使 得 玉 己 1b 可, 则 a-1(K) Ca-1([-b, 四 CU 到 ;是 紧 的 . 
jb 


从 而 , a 是 常态 映射 . 
再 定义 f: M 一 R", 满足 f(g) = (a(g),0,… ,0). 由 引 理 7.5.6, f 是 常态 映射 . 


引 理 7.5.8 设 久 是 印 空间 , f :一 RR" 是 常态 映射 ,g : X 一 R" 是 连续 映 
射 . 如 果 对 每 个 pe XX, ||g(p) 一 f(p) < 1, 那么 9 也 是 常态 映射 

证 明 设 K 是 R" 的 紧 集 , 则 存在 实数 5 > 0, 使 得 KcB,. 因为 f(D) < 
gp) 十 1 所 以 gi(K) Cg-1(Bs) c ff!1(Bori), 因而 g-!1(K) 是 紧 的 . 故 9 是 常 
态 映 射 . 

定理 7.5.3 (Whitney 嵌入 定理 , 1935) 设 M 是 mm 维 光滑 流 形 . 着 n> 2m 十 1， 
则 存在 闭 的 光滑 嵌入 映射 h : M 一 R", 使 得 h(M) 是 R” 的 正则 光滑 子 流 形 且 光 
滑 同 胚 于 流 形 M. 

证 明 由 引 理 7.5.7, 存在 光滑 常态 映射 f : M 一 R*， 由 Whitney 浸入 定理 
7.5.1, 存在 浸入 映射 g s C~(M,RR"), 使 得 vp e M 有 llg(p) -Al < 1/2. 再 
由 Whitney 单 温 入 定理 7.5.2, 又 存在 单 温 入 he C™(M,R"), 使 得 vp e M 有 
a(p) 一 g(p) 咱 <1/2, 那么 |h(p) 一 flp) 川 <1. 由 引 理 7.5.8, hh 是 常态 映射 ,又 由 引 理 
7.5.5, h 是 闭 的 拓扑 三 入 . 最 后 , 利用 定理 7.2.3，h(M) 是 R” 的 正则 光滑 子 流 形 且 
光滑 同 胚 于 M. 

推论 7.5.1 任何 光滑 流 形 都 可 度量 化 . 

更 进一步 , 1944 年 , Whitney 发 现 了 “Whitney 绝招 ”的 技术 , 证 明了 一 个 困难 
的 定理 上: 设 M 是 mn 维 的 Cr 流 形 , 则 存在 M 到 R2"-! 的 C" 浸入 , 并 且 存 在 
M 到 R27 的 常态 的 C" 髓 入 . 


习 题 7.5 


7.5.1 利用 Whitney 浸入 定理 的 证 明 方法 , 证 明 Whitney 单 浸入 定理 . 

7.5.2 设 X, Y 都 是 度量 空间 . 车 f : X 一 Y 连续 , 则 f 是 常态 映射 的 充分 且 必 要 条 件 
是 : 如 果 X 中 的 序列 {zw} 使 得 {f(z%)} 是 Y 中 的 收敛 序列 , 那么 {zn} 必定 含有 一 个 收敛 
的 子 序列 . 

7.5.3” 试 利用 Whitney 髓 入 定理 


量 空间 . 


HH 


证 明 : 任何 光滑 流 形 都 可 赋予 度量 使 之 成 为 完全 的 度 
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